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CONTEUDO



Resumo

Neste projeto de pesquisa, provamos um teorema devido a Paley & Wiener
sobre bases em espacos de Banach e suas aplicagoes em séries de Fourier nao
harmonicas. No processo, varias ideias sobre espacos de Banach, de Hilbert e
sobre representacao de fungoes por meio de séries de Fourier nao harmonicas
vao sendo visitadas. Os resultados tem aplicacoes na andlise de problemas
inversos.
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Capitulo 1

Introducao

Em disciplinas de algebra linear, os alunos se familiarizam com o conceito de
uma base para um espaco vetorial, em particular a base de Hamel.

Defini¢ao 1.0.1 (Base de Hamel). Se V' é um espago vetorial sobre R (ou
C) e B C V um subconjunto de vetores linearmente independentes, dizemos
que B ¢é uma base de Hamel de V se B gera V. Isto é, se para qualquer
u €V, existem ay, ..., a, € R (respectivamente C) e vy, ..., v, € B tais que

U= a1V + ... + a,v,.

Essas bases introduzem ideias como a representacao de vetores por siste-
mas de coordenadas e o conceito de dimensao de espacos vetoriais.

Definicao 1.0.2. Dizemos que um espago vetorial V' tem dimensao n se
existe B uma base de Hamel de V' com n elementos.

O estudo de bases para espagos vetoriais nao se limita a base de Hamel,
tampouco a espacos vetoriais de dimensao finita. Bases de Schauder, Riesz
e Hilbert trazem diferentes perspectivas no estudo de espacos vetoriais.

Defini¢ao 1.0.3. Se (B, || - ||) é um espago normado completo de dimensao
infinita e (by, be, ...) C B uma sequéncia, dizemos que (b, ),cn € uma base de
Schauder de B se para qualquer y € B existe uma sequéncia de escalares

(a1, as, ...) Gnica tal que:
i=1

Le, [y —>r, aib;|| — 0 com n — oco.
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4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Enquanto bases de Hamel se restringem a combinagoes lineares (finitas)
de vetores, bases de Schauder abrangem combinagbes enumeraveis e, com
isso, sao particularmente teis para representar vetores em espacos vetoriais
de dimensao infinita separaveis. Isto é, espacos vetoriais V' de dimensao
infinita nos quais ha um subconjunto S C V' denso e enumerével.

Se um espago vetorial H possuir um produto interno, tal que H for com-
pleto com a norma induzida, dizemos que este é um espaco de Hilbert. No
desenvolvimento do texto, veremos que H sendo separavel admite uma base
de Schauder ortonormal. Além disso, veremos que bases de Schauder orto-
normais (eg, e, ...) nos permitirdo denotar qualquer vetor f € H através da
série

F=> (fenen. (1.1)

Estas séries (1.1) sao chamadas de séries de Fourier e tem um papel
importante na matematica moderna. A fim de introduzir a nocao de séries de
Fourier ndo-harménicas, isto é, séries do tipo (1.1) quando a base (eq, ea, ...)
deixa de ser ortogonal, exploraremos como bases de Schauder se relacionam
entre si, com sequéncias de vetores e como sao afetadas pelo espaco que
habitam.

As principais referéncias usadas neste trabalho foram (Young; 2001),
(Kreyszig; 1978) e (Bartle; 1976).



Capitulo 2

Sequéncias e bases de Schauder

2.1 Sequéncias em espacos de Banach

O estudo de espacos vetoriais é frequentemente complementado pela adigao
de estruturas e condigoes particularmente uteis, como normas.

Definigao 2.1.1 (Espago normado). Seja X um espago vetorial, dizemos

que X é um espago normado se existe uma funcao || - || : X — R, tal que:
L |z >0, zeX.
2. |zl =0 <= =0, ze€lX.
3. [|azx|| = allz||, a€lF, xe€X.
4l +yll < flzfl +llwll, zeX, yeX.
Chamamos || - || de norma de X.
Para um mesmo espago vetorial X, se || - ||; e || - ||2 sdo ambas normas em

X, dizemos que sao normas equivalentes se existem m, M € R tais que, para
qualquer z € X
mlzlly < [lzfly < Ml[z]],.

Com nocgoes de comprimento e distancia definidas pela norma, podemos
definir nesses espagos normados os tipicos mecanismos da andlise real, os
conceitos de sequéncias e convergencia:
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6 CAPITULO 2. SEQUENCIAS E BASES DE SCHAUDER

Definicao 2.1.2 (Sequéncia). Seja (X, | - ||) um espago normado, denomi-
namos uma fungao a : N — X, de sequéncia e denotamos os pontos a(k) da
sua imagem por ag,

ai, A, a3, ..., A, ---

De forma geral, representamos a fungao a(k) por (a,)nen ou (ag, as, ...).

Definigao 2.1.3. Seja (X, ||-]|) um espago normado, e (a,,)neny Uma sequéncia
em X. Dizemos que a, ¢ convergente se dp € X tal que,

Ve>03dngeN: n>ny = |la, —p| <e

~ — X .
Adotamos as notacoes a, —— p, a, — p ou simplesmente a,, — p.
G b, b p p

Definicao 2.1.4 (Série). Para (X, | - ||) um espago normado, chamamos de
série uma sequéncia (Y a;)neny onde a; € X, Vi € N e a denotamos por

fo:l Qn-

Adotaremos a notacao Zzo:l a, para representar tanto o elemento para
o qual a série converge como, de forma mais geral, a sequéncia de somas
parciais.

Defini¢ao 2.1.5 (Sequéncia de Cauchy). Seja (X, | - ||) um espago normado
e (ap)neny uma sequéncia em X. Se, para qualquer £ > 0 existe ng € N tal
que n, m > ng:

lan — aml| <e,

dizemos que (a,)nen € uma sequéncia de Cauchy.

Uma consequéncia imediata, é que toda sequéncia convergente é uma

N . n—oo . s .
sequéncia de Cauchy, uma vez que, com a, —— a e ¢ > 0 arbitrario,
podemos determinar ng € N tal que n, m > ny garantem:

19 g
Han — an| < ”a_anH + Ha_ aml| < 2 + ) =&

Por outro lado, a convergéncia de sequéncias de Cauchy nao é necessari-
amente garantida, fato que motiva o estudo dos espagos de Banach.

Definigao 2.1.6 (Espaco de Banach). Chamamos de espago de Banach um
espago normado (B, ||-]|) em que toda sequéncia de Cauchy (a,)nen converge.
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De forma geral, se S é um espaco métrico em que toda sequéncia de
Cauchy converge, dizemos que S é um espaco completo.

Teorema 2.1.1. Seja (B, ||-||) um espago de Banach onde a,, By aeb, B,
entdo sequem as sequinte propriedades

1. (an +by) 2 a+b.

2. ab, Bab VaeC.
Demonstracao.

1. Por hipétese, dado € > 0 existem ng, my € N tais que para quaisquer
n>ngem>my:

g 19
n— < = by, — b|| < =.
lan —all <5 e llbn = bl <

Tome § = max{ng, mo}, para todo n > 9:

[(an +bn) = (a+ )| < [[(an +bn) — (a+by)|| + |I(@ + bn) — (a+ D)
g

3
<|la, — b, —b|| < =
< flan —all + lbn — bl < = + 5

=E.

Por definicio, (an + b,) = a + b.

2. Para a = 0, temos de imediato que Oy, LN 0, j& que, para qualquer
e>0etodon €N, ||0b, — 0] =]0-0]| =0<e.

Para a # 0 ¢ b, 25 b, existe ng € N onde n > ng garante ||b— b, || < ‘6—’
a
e7
€
lab = ab || = |al]b = ba|| < |af— =e.
|
B
Portanto, ab,, — ab.
O

Definicao 2.1.7. Dizemos que um espago de Banach B ¢é separdvel se este
possui um subconjunto denso nele e enumeravel. Isto é, se existe S C B
enumeravel tal que, para quaisquer € > 0 e x € B, existe x. € S

|lx — x| <e.
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Teorema 2.1.2. Todo espaco de Banach que admite uma base de Schauder
€ separdvel

Demonstragao. Se (by,bs,bs,...) é uma base de Schauder de um espago de
Banach B, entao para qualquer x € B existe uma sequéncia de escalares
(ay,as,...) tal que:

n

Tr — Z(lzbl

i=1

Ve >0 dng €N, Vn > ng: < e.

Tome
D= {Z(Cj + d]Z)bZ : Cj,dj S Q,?’L S N}
j=1

1. D ¢é enumerével.
Tomando como C' o subconjunto de C cujos elementos tem parte real
e imaginaria racional, podemos definir uma sobrejecao f: Q x Q — C
pondo f(z,y) =z + yi. Uma vez que f tem como dominio o produto
cartesiano de enumeraveis, é enumeravel e portanto, C' é enumeravel.

Em seguida, provaremos que o conjunto de combinagcoes lineares dos n
primeiros vetores de (b, ),en € enumeravel. Para isso, tome:

Sn = {Zajbj Ay, ..., Ay € C} .
j=1

Defina g : C' — Sy por g(x) = zby. g é uma sobrejecao e, como tem
dominio enumeravel, S; é enumeravel.

Agora, supondo que Sy seja enumeravel, definimos h : Sy X C' — Sk
por h(z,y) = x + yb;, que claramente ¢ uma sobrejegdo. Como h
tem por dominio um produto cartesiano de enumeraveis, seu dominio
é enumeravel e com isso Si;1 é enumeravel.

Pelo principio da indugao finita, .S,, é enumerével para todo n € N.

Por fim, escrevendo
o
p-UJs.
n=1

temos que D é uma uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis e por-
tanto é enumeravel.
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2. D é denso em B.
Sejam z € B e ¢ > 0 quaisquer, existem entao (¢y, g, ...) CCeng € N
tais que n > ng = |lv — X1, ¢;bj|| < 5, pois (by, by, bs,...) é uma
base de Schauder. Além disso, assumindo ¢; = p; + ¢;¢ onde p;,q; € R
para todo 7 € N e como os racionais sao densos nos reais:

; i = 73l < 57375 Tm D
Vp;,q; € R, Jr;,s; € Q tais que ! 0
1% = 5il < 57 e

Tomando w; = r; + s;i para todo j € N,

e —wil = [(ps + q50) = (1 + s50)] = \/|pj — 1y 4 [ = 550

) \/2 <2\/§||bj||€(no + 1)>2 - ﬁ‘2ﬁ||bj|f(no + 1)‘

9
- 2[lbsll(no + 1)

Assim, com n = ng + 1 > ng existe Y37, r;b; € D tal que:

j=

lz =Y S wibll < e =D el + 1) by = Y wjbyll
j=1 1 J=1 J=1
8 n
<zt Z |cj — wj[|b]
j=1
15 - e 9 9
<< L |
2" ; sl = 5+ gy

<€

Portanto C' é denso em B.

2.2 Ortogonalidade e Espacos de Hilbert

Espacos de Banach, que sao completos, conferem ao espaco, através da
norma, um conceito de comprimento e distancia. Os espagos com os quais
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trabalharemos a seguir, além de desfrutarem dessas propriedades recebem
uma nova operacao que inspira nocoes de ortogonalidade e independéncia
entre vetores.

Definigao 2.2.1 (Produto interno). Para X um espago vetorial e F um
campo de escalares (R ou C) chamamos de produto interno uma fungao
(,): X x X — F onde, Vz,y,z € X:

Lz +y,2) = (2,2) + (4, 2),

{
2. (ax,y) = afz,y).
Ay =y, 2).

Observacao. Enquanto o produto interno, assim como outros objetos ma-
tematicos que discutiremos ao longo desse trabalho, envolve um corpo F
(R ou C), frequentemente faremos demonstragoes assumindo F = C sem ex-
plicitar a possibilidade de F = R. Uma vez que R C C, o caso real geralmente
seque como uma consequéncia direta do caso complezo.

A partir de um produto interno (-, -) podemos definir uma norma:
|z|| = v/{(z,x), paratodo z € S.

A chamamos de norma induzida/gerada por (-,-). Quando nao explicitada a
norma num espaco vetorial com produto interno, assumimos que tenha como
norma a norma induzida. Além disso, dizemos que dois produtos internos
sao equivalentes se geram normas equivalentes.

Definigao 2.2.2 (Espago de Hilbert). Se H é um espago vetorial onde esta
definido um produto interno (-, -) : H x H — C que é completo com a norma
induzida, dizemos que H é um Espaco de Hilbert. Adotamos a notacao

(H7 <'7 >)

Apos a adogao do produto interno, é natural definirmos um conceito de
ortogonalidade, dizemos entao que dois vetores x,y € H sao ortogonais se
(x,y) = 0. Andlogo ao caso do R? ou R? de ortogonalidade, podemos pensar
que vetores ortogonais habitam “eixos” diferentes do espaco. Dizemos que
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um conjunto (ou sequéncia) de vetores é ortogonal se todos sdo ortogonais
entre si. Se além disso, todos tiverem norma ||z|| = 1, este serd um conjunto
(ou sequéncia) de vetores dito ortonormal.

Com essa nocao de ortogonalidade em espacos de Hilbert provaremos a
seguir algumas famosas identidades que acentuam a relevancia do produto
interno. Sejam x e y vetores ortogonais em um espaco de Hilbert H, entao:

lz+yll> = (x+y,z+y)
= (z,2) + (y,y) + (2, y) + (y, 7).

Com (z,y) = 0 e, consequentemente, (y,z) = 0, temos:
Iz +yl|* = ||lz]]* + [ly||*. (Teorema de Pitdgoras)

Agora, tome x e y vetores arbitrarios em um espaco de Hilbert H, com y nao
nulo. Podemos definir um escalar A = (z,y) - (y,y)~', tal que

0 < llz = Myl* = (z = Ay, = — \y)
< (x,x) = M, y) — My, z) + My, )
< (z,z) — 2z, )Py, )" + z, ) Py, v)
<z, x) — [z, )Xy, )"

Dai,
[z, ) < (z,z) - (y,y). (Cauchy-Schwarz)

Note que para y nulo, a desigualdade é imediata. Isto é, ela vale para quais-
quer z,y € H.

Uma consequéncia imediata da desigualdade de Cauchy-Schwarz, é a con-
tinuidade do produto interno em ambas suas entradas. Em particular, seja
p € H fixo, as fungoes f,g : H — F (R ou C) definidas por f(z) = (x,p)
e g(z) = (p,z) sdo continuas em H: Primeiro, se temos p = 0, as fungoes
sao nulas e consequentemente continuas. Para p # 0, seja g € H qualquer
e € > 0, basta tomar qualquer z € H tal que ||z — z¢|| < HfTH’ daf:

[{zo,p) — (z,p)| < [{zo — 2, p)| < ||z — 2ol - [[p] <e.

Portanto, f é continua em x,. Como a escolha de x ¢é arbitraria, dizemos que
f é continua em H. De forma andloga, podemos provar o mesmo resultado

para g.
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Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Bessel). Seja (H, (-,-)) um espago de Hil-

bert e (eq, e, ...) uma sequéncia ortonormal, Vf € H,

o0

AR i
n=1

Demonstragao. Seja k € N qualquer fixo,

k
0<|f- Zfenenw (f - Zfenen,f > (fren)en)
n=1

k
= <f - Z<fa en>6m.f> + <f - Z(fv €n>€n7 Z .f en en

= (f, 1)+ (- gﬁ, en)en f) + (f, — gﬁ, en)en)
; fren en,—g@ﬂ €n)en)
112 i< en)(fen) — i (fren)(fren)
+ 223 <<f, en><em§:jl<f, em>em>>
||f||2—2Z| fien |2+n§;mZI fren)(Fem){ens em).

Como ey, ..., €, sdo ortonormais, se n # m, (€, €,) = 0,

k k
=P =2) _ Kfoeml® + D 1{f en)l? {en, €n)

1

k k
= AP =D [{frea)l” D 1 eal” < A1
n=1 n=1

Como isso € valido para qualquer k € N, basta tomar k£ — oo e temos:

S e < £ 0
n=1
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Teorema 2.2.2. Se (H,(-,-)) € um espago de Hilbert separdvel e (eq,es,...)
uma base de Schauder ortonormal, dado qualquer f € H, podemos expressa-
lo por

f - Z<f7 6n>6

Demonstracao. Seja f € H qualquer. Pela desigualdade de Bessel:

ZH sen)en])” = ZI cen)]” Jleall” < I
——

1

Agora provaremos o seguinte resultado:

o)

STl eea)P < IAP = S (f.en)en, converge.

Tome m,n € N quaisquer com m > n,

2 2

Z<f76i>ei_z<faei>ei = Z<f,€i>€i
i=1 i=1 i=n+1
:<Z fezemz f7€]6]
1=n+1 Jj=n+
= Z faez €i, Z f?e] ej
i=n-+1 Jj=n+1
- Z Z iNeise)
i=n+1j=n+1
= <f7 ) f7 j 3
i;ljzn_:i_l ei)(f.e5) (e 061>
J#i
+ Z (frer)(f.er) (er,€r)

r=n-+1 1
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2

= > el

=1 =1 r=n-+1
m n
= e =D e
r=1 r=1

Como Y > [{f,en)|* converge, é uma sequéncia de Cauchy. Entao, para
qualquer € > 0 existe ng tal que se n,m > ng com m > n:

Z fer Z|f€r
r=1

Portanto, > 7 (f,en)e, é Cauchy e como H é completo, converge em H.
Para mostrar que de fato > 7 (f, e,)e, é a série, unica, que representa f
usando a base (e, es, ...), considere a sequéncia (a,)neny C C tal que

[e o]
F=>_wei,
i=1

para qualquer e, com k € N, como Y .-, a;e; é convergente e pela continui-
dade do produto interno,

o o
= <Z ai€i76k> = Z<az‘6i7€k> = ai<€kaek>-
i=1 i=1

Com iss0, (an)nen = ((f, €i))nen € finalizamos a prova. O

m n 2

Z(ﬁ ei)ei — Z(f, ei)e;

=1 i=1

Enquanto provar a convergéncia de uma série Y | cpe, a f ¢é frequen-
temente um passo necessario para mostrarmos que esta é a série que uma
base de Schauder admite para o vetor f, neste caso em particular a con-
vergéncia da série Y7 (f,en)e, a f ¢ garantida pela natureza dos coefici-
entes ((f,en))nen. Isto é, como temos que (e,)neny ¢ uma base de Schauder,
sabemos que admite alguma série Y | aye, associada & f. Seria suficiente
entdo mostrar que os coeficientes (a,)nen coincidem com ({f,e,))nen pelo
argumento final que usamos na demonstragao anterior. Veja:



2.2. ORTOGONALIDADE E ESPACOS DE HILBERT 15

Demonstracao alternativa. Como (e,)neny ¢ uma base de Schauder, existe
(an)nen, uma sequéncia de escalares unica, tal que:

o0
f= Z Q-
n=1

Tome k € N qualquer. Como o produto interno é continuo na primeira
entrada,

(f,en) = <Z a;i€;, ex) Zaz (€i, ex) = ailer, ex) = a;.
n=1 n=1
Portanto, (an)nen = ((f, €n))nen- -

Se (eq, e, ...) é uma base de Schauder ortonormal de um espago de Hilbert
H e f € H qualquer, chamamos ) (f,e,)e, de expansdo de Fourier
de f e o escalar (f,e,) de n-ésimo coeficiente de Fourier.

Teorema 2.2.3. Uma sequéncia de vetores ortogonais nao-nulos (eq, es, ...) C
H é uma base de Schauder ortogonal de um espago de Hilbert (H, (-,-)) se, e
somente se, o unico vetor em H ortogonal a todos estes € o vetor nulo.

Demonstragao. (=) Se (eq, es,...) é uma base de Schauder ortogonal e = # 0
¢ um vetor em H arbitrario, existe (a,)neny C C tal que

00
r = E a;e;
=1

7 ~ 7 [e.9] o0
em que ao menos um a; é nao nulo (caso contrario, » .~ ae; = » .-, Oe; =
0). Portanto:

(e.0] oo
(z, ex) Zazemek = Zaz (€i, ex) Zai (€:, ex) +ar(ex, ex) # 0.
i=1 =1
2k 0

Isto é, x nao é ortogonal a nenhum e;. Se, por outro lado, x = 0, entao
(x,en) = (0-en,e,) =0(en, e,) =0 para todo n € N. Com isso, o vetor nulo
¢ o unico ortogonal a todos os vetores da base (eq, e, ...).
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(<) Se (€1, ea,...) é uma sequéncia de vetores ortogonais em que o tinico
vetor ortogonal a todos os vetores na sequéncia é o vetor nulo, podemos
definir (a,)nen C C tal que:

(z,en)
a, = :
(€n, €n)
Agora, vamos provar que y -, ae, € H, que, de fato, z = > 7 | aye, e por

fim que (a,)nen é Unica. Primeiro, veja que para n,m € N com m > n:

m 2 m m
Z a;€; = < Z a;€;, Z ajej>

n 2
i€ — E ai€;
i=1

i=n+1 i=n+1 j=n+1
m m m
= g E a;a;(ei, ej) = E a;a;(ei, €;)
i=n+1 j=n-+1 i=n+1
m
B (x,e;) ] x,e;)|
B (€, €) feir i) (i, €;)
i=n4l ) V0 i=n41 VP
Dali,
Z
E a;e; — E a;e; = E E (21)
(e;
i=1 i=1 i=1 v 6" =1 6“ ez

Agora, tomamos

€1 €9
\/<€17€1>’ \/<62>€2>’m
uma sequéncia ortonormal de vetores em H. Pela desigualdade de Bessel:

o0
]xeZ

>t =2

Essa série é convergente e portanto Cauchy. Entao, para ¢ > 0 qualquer,
existe ng tal que n,m > ng com m > n e por (2.1):

m n

|{(x,e;)| |(z, €;)]
| Z Z
i=1 i=1 {ei i) i=1 (i i)

=1

< [l]-
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Portanto, (> | a;€;)nen ¢ Cauchy e, em H completo, converge. Agora, para
qualquer £ € N e sabendo que o produto interno é continuo no primeiro
argumento, temos,

(ae;, ex)

NE

(x — Zaiei,ek> = (z,ex) — (Z a;e;,er) = (x,ep) —

= (z,ex) — a;(ex, ex) = (x,ex) — (z,ex) = 0.

1

(2

Portanto x — Y .-, a;e; é ortogonal a todo ey, k € N e, por hipétese,

[e.9] o0

x—Zaieizo — x:Zaiei.

i=1 =1

Para provar a unicidade de (a,)neny basta supor (b,)nen, (@n)neny € C com
r =7 bie;, =37 ae; e um indice k € N qualquer,

<0,Oek> = (ZZI a;e; — ZZI bie;, ex) = izl<aiei — biei, ex)

= <(ak - bk)ek, €k> = |ak - bk| <€k7 €k> .
N——

#0

Com isso, temos ay = bx. Como a escolha de k € N é arbitraria, (a,)nen é
tnica, entao (e, s, ...) é uma base de Schauder. ]

Teorema 2.2.4. Todo espago de Hilbert separdvel admite uma base de Schau-
der ortonormal.

Demonstracao. Seja S C H um subconjunto enumeravel e denso em H, um
espaco de Hilbert. Como S é enumeravel, podemos construir uma sequéncia
(81, 2, ...) que contém todos os elementos de S. Agora, seguindo o processo
de Gram-Schmidt definimos recursivamente a seguinte sequéncia:

k—1
— 3 i by
by = L o b= —k izt G bl

k—1 g

[[s1]] sk — it {8k, bi) i
Construindo b;,7 € N, eliminando os vetores nulos no processo, obtemos
uma sequéncia (e,)n,en ortonormal. Basta agora provar que o unico vetor

ortogonal a todos os vetores de (e,)nen € 0 vetor nulo e teremos que essa
sequéncia é uma base de Schauder.
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Suponha que x € H é ortogonal a todo e;, © € N. Como S é denso em
H, existe uma sequéncia de elementos de S que converge para x € H. Ora,
todo elemento de S é por sua vez uma combinagao linear de elementos de
(en)nen, pela construcao usando o processo de Gram-Schmidt. Dai, existe
uma sequéncia (x,)neny C span(e,)en tal que x, — x. Mas por hipdtese,
x € H é ortogonal a todo e¢;, i € N, entdo (z,x,) =0, Vn € N. Finalmente,
da continuidade da funcdo y +— (y, z), temos x = 0, pois

o> = (2, 2) = lim_{z,,2) =0.

]

2.3 O Espaco /? e o teorema de Riesz-Fischer

Defini¢ao 2.3.1. Definimos o espago 7, p € [1,4+00[, como o espago nor-
mado (P, | |,) em que

P={(ar,a2,...) 1 aq; EFVi €N, Y |a;|’ < +o0}.

=1

Com
a(@n)nen + (bnen) = (@ + Bbyp)nen

para «, 5 € F e (ay)nen, (bn)neny € P. E com a norma ||a||, = {/Zfil |a;|P.
Onde F é R ou C.

Observacao. Quando falamos de (P no contexto de um espacgo vetorial X,
assumimos que (P estd definido sobre o mesmo corpo F de X. Quando fala-
mos de P independentemente de outro espaco vetorial, consideramos que (P
pode estar definido sobre R ou C.

Dentre os espacos 7, o espaco £? toma particular relevancia sendo o tinico
espaco que admite um produto interno. Este é:

(w,y) =Y @i Yoyl
=1

Além disso, podemos garantir que o espaco £? é um espaco de Hilbert:

Teorema 2.3.1. O espaco (> é um espaco de Hilbert.
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Demonstragao. Sabendo que a norma induzida é ||z|| = \/(z,x) = ||z,
basta provar que com tal norma ¢? é um espaco de Banach.

Seja (Vn)nen, Uk = (Vg1, Vo, -..) € £2, uma sequéncia de Cauchy de elementos
de £2. Isto é, para € > 0 qualquer, existe ny tal que n,m > ng:

o0
|vn — V| = [Z |Vni — Umi|2
i=1

[un

2

<e. (2.2)

Que implica:

[Uns — Umi| < € Vi € N,
Como (vp; — vyi) € C para todo i € N e C é completo, existe v,; € R tal
que v,; — vy quando n — oo, para todo ¢ € N. Mostraremos entao que
Vs = (Vsn)nen estd em €2 e que v, — v, quando n — co.
Por (2.2), para quaisquer m,n > ng e k € N,

k

Z |'Um‘ — 'Umi|2 < 82.

=1

Levando m — oo,
k

Z |Um' - U*i|2 S 52-

=1

A~ . k ,
Tome agora a sequéncia ay = Y i [oni — v’k € N. Como a, € R é
mondétona e limitada, converge. Dai,

Z [Uns — vai|* < €2 (2.3)
i—1

Com 850, (Vpi — Vs;)ien € 2. Pela desigualdade triangular, para qualquer

ke N,
k

k k

Z |Uni - (Um - U*i>|2 S Z |'Um'|2 + Z |Uni - U*i|2
i=1 i=1 i=1
k k k

Z |U*7j|2 S Z |rUm'|2 + Z |Uni - U*i|2
=1 i=1

i=1

k
D 1ol < oall? + [l (vni = vis)ien®
i=1
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Mais uma vez, como (Y, [v«]?)ren é mondtona e limitada, (37 [vsi]?)ken
converge em R e portanto v, € (2.

Por fim, (2.3) garante que |lv, — v.|| < €%, como v, é uma sequéncia de
Cauchy arbitraria, ¢? é completo. O

Teorema 2.3.2 (Riesz-Fischer). Todo espago de Hilbert separdvel de di-
mensao infinita é isomorfo ao espago (2.

Demonstracao. (Bijegao.) Seja (H,(-,-)) um espaco de Hilbert separavel
com dimensao infinita. Como H ¢ separdvel, admite uma base de Schauder
ortonormal (ey, eg, ...). Considere agora a funcao G : H — {({f,en))nen : [ €
H} onde G(f) = ((f,en))nen, associa a cada elemento f € H a sequéncia
dos coeficientes de sua expansao de Fourier

f = Z<f7 €n>€

Pela desigualdade de Bessel, Vf € H,
ST en)? < NIFIIP < +oo.
n=1

Vemos entao que a imagem de G estd contida em £

De imediato temos que G é injetora, uma vez que (€,)neny ¢ uma base
de Schauder e assim a sequéncia associada a expansao de qualquer f € H é
Unica.

A prova da sobrejecao de G : H — ¢? vem pelo argumento seguinte. Tome
(Yn)nen € €2 arbitrdrio. Temos > 7 |y,|* < +00 e, para k € N qualquer:

k k k
Z Ynbnl|| = <Z YnCn, Z ym€m>
n=1 m=1
k

— Z Yn{Cn, Z Ym€m) = Z Z YnTm (€ns €m)

n=1 n=1 m=1
k k k
= E E yn €n,€m + § |yn €n,€n>
— — —— ——
=1 m=1, 0 n=1 1
m#n

oo
= E Ynl? . g Ynen converge em H.
n=1 n=1
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Note que s6 podemos afirmar que Y -, y,e, converge em H uma vez que
identificamos que (> | yie;)nen é uma sequéncia de Cauchy em H que é
completo. Com isso, como (Y, )nen € arbitrario, temos que G : H — (% é
sobrejetora e portanto uma bijecao.

(Preservagao da estrutura linear.) Podemos também verificar que,
Va,beFeVf ge H:

Glaf +bg) = ((af + by, €n))nen = ((af, €n) + (b9, €5))nen
= (a(f, en) + b(g, €n) Jnen = (alf, en))nen + (b{(g, €n) Jnen
= a((f, en))nen + b({g, €n) Jnen = aG(f) +bG(g).

Ou seja, G é uma transformacao linear.
(Preservagao do produto interno.)

(f.9) = (feaen Y (g emlem) =D ((fren)en. D (g, €m)em)
n=1 m=1 n=1 m=1
- ZZ €n €n, g,em)em> = Z <f= en><g,em><en,em)
n=1m=1 n=1 m=1
Como B é ortonormal,

_ZZ (f,e)(g, em) (€ns €m +Zfen g,€n) {€n, en)

n=1 m=1,
m;én O 1

= <(<.fa en>>n€N7 (<g> 6n>>nEN>2'

Além disso, veja que, para quaisquer f,g € H, como (e,)nen € ortonormal,

IGf =Gyl =(Gf —Gg,Gf =Gg)a={f—g,f —g) = |f —g|*

Portanto, G é continua em H e G~! é continua em (2.
Por fim, a transformacao linear G é uma bijecao que preserva o produto
interno, isto é um isomorfismo. Dizemos entdo que H é isomorfo a ¢2. ]

Corolario 2.3.2.1. Seja H um espago de Hilbert separdvel e (e,)nen uma
base de Schauder ortonormal em H. Entao para qualquer f € H:

If1I? = Z [(f, en) |- (Identidade de Parseval)
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Demonstrag¢ao. Nas condigoes do teorema 2.3.2 tome qualquer f € H. Pela
preservacao do produto interno temos:

[e.9]

I = CFs £) = (((Frendnens ((Fs en)nem)e = Y [(fren)]”

]

Observacao. Enquanto estabelecemos a identidade de Parseval para bases de
Schauder ortonormais, pode ser interessante estudar como o espaco (* afeta
bases de Schauder quaisquer em um espaco de Hilbert H. Para isso, chama-
mos uma base de Schauder (x,)neny de H de “base de Hilbert” se satisfizer a
sequinte relagao:

oo o0
E Cnyp  CONVETYE SE E |len|? < +oo.
n=1 n=1

para qualquer sequéncia de escalares (¢y)nen. Enquanto nao nos aprofunda-
remos no estudo de bases de Hilbert, no capitulo 4 exploramos algumas ideias
relacionadas (veja, por exemplo, o teorema 4.1.7).



Capitulo 3

Sequéncias completas e
dualidade

3.1 Sequéncias completas em espacos de Ba-
nach

A definicao da base de Schauder é baseada, dentre outras coisas, na ideia
de uma sequéncia de vetores (by,bs,...) que possibilita a representagao de
qualquer vetor no espago por uma série y  a,b, de forma tnica. Por
outro lado, dizemos que uma série como Y >, a,b, converge se as somas
> agby, “consistentemente aproximam algum vetor f a qualquer nivel de
precisao €”.

Com isso em mente, voltamos nossa atengao para estudar uma classe de
sequéncias que ainda representa certos aspectos da esséncia de uma base de

Schauder mas significativamente relaxa seus requisitos.

Definigao 3.1.1 (Sequéncia completa). Dizemos que uma sequéncia de veto-
res (&, )nen €m um espago vetorial normado X é completa se o espago gerado
por esta é denso em X, isto €, se para qualquer z € X e Ve > 0 existe uma
combinagao linear cyx1 + c1x2 + ... + ¢z, que satisfaz:

||J} — (Cll‘l +cixa+ ...+ cnl‘n>|| <Eé&.

Uma significativa, mas talvez sutil, diferenca entre sequéncias completas
e bases de Schauder é que, enquanto uma base de Schauder (by,bs,....), em
um espaco de Banach X, declara a existéncia de uma sequéncia (ay, as, ...)

23
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para qualquer vetor x € X, sequéncia que nos permite o aproximar para
qualquer € > 0:

n
|z — ZaibiH <e,
i=1
uma sequéncia completa (xy,zs,...) declara a existéncia de ¢y, ..., ¢, para
cada € > 0. Isto é, uma sequéncia completa nao garante a existéncia de uma
sequéncia (¢, ¢, ..., C, ...) cuja série convergiria a x. Muito menos que se
essa sequéncia existir que ela seja tunica.

Definigao 3.1.2 (Dual topoldgico). Se X é um espago normado, chama-
mos de dual topoldgico (ou simplesmente dual) o conjunto X* de todos os
funcionais lineares continuos ¢ : X — F. Onde F é R ou C.

Observagao. Chamamos ¢ : X — F de “funcional” para explicitar que ¢ €
uma funcao que leva vetores de X ao corpo F sob o qual X estd definido.

Um resultado elementar associado ao dual topoldgico é que ele pode ser
tratado como um espaco vetorial. De fato, se, para ¢,¢ € X* e o, € F,
definirmos (ap+ 8¢)(x) = ap(x) + Bé(z) para todo = € X, entdo ap+ B¢ €
X* e X* respeita todos os axiomas que definem um espaco vetorial. Se além

disso definirmos:

ol = sup L&
rzeX ’JI|

podemos ainda mostrar que este é um espago de Banach (corolarios 3.1.1.1
e 3.1.2.1).

Observagao. Assim como adotamos a notacao de “funcional” para funcgoes
de um espaco vetorial ao corpo sob o qual € definido, € igualmente util consi-
derarmos uma nova notagao para fungoes entre espagos normados quaisquer.
Chamaremos de “operador” uma funcdo X — Y, onde X e Y sdo espagos
normados.

Uma resultado importante no estudo de operadores lineares é o seguinte:

Teorema 3.1.1. Sejam X e Y espacos normados e E C X, um operador
linear T : E —'Y serd continuo se, e somente se, for limitado. Isto €, se:
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Demonstra¢ao. (=) Suponha que T': E' — Y é um operador linear continuo
em X. Em particular, T é continuo em 0. Seja ¢ > 0 qualquer fixo, existe
0 > 0 tal que:

|z —0]| <0 = ||T(x) —T(0)] <e.

Como T é linear, veja que T'(0) = 0-T7(0) = 0 e para qualquer z € X com

2| =1, [|2z]| < §. Assim, para todo z € X com ||z|| =1
) - R < 2
)| = ||—== —.
§/2 )
Por fim,

2e
sup [|T(z)]] < — < +oo.
[zll=1

(<) Seja T': E — Y um operador linear e limitado. Entao

sup ||T(z)]| = ¢ < 4o0.
[lz]|=1

Portanto, para qualquer xy € X e qualquer € > 0 existe § = /¢ tal que, se
|lxo — || < 0:

|w@@—Tum:Hﬂm—xm=MW(%§xN‘

<4 sup [[T(z)]| =e.

Como a escolha de xg € X ¢é arbitraria, T é continua em X. O

Corolario 3.1.1.1. Se X ¢ um espaco normado sob F, um funcional linear
v : X — F serd continuo se, e somente se, for limitado. Isto €, se

sup |p(z)] < +oc.
[|l][=1

Para dois espagos vetoriais normados (X, || - ||x) e (Y,]| - |[v) sobre um
mesmo campo I (R ou C), o conjunto B(X,Y') de operadores lineares continuos
X — Y define um espago vetorial com as operacoes

(T 4 5S)(x) = aTx + Sz, a,feF, T,S € B(X,Y).
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Ainda, se T" : X — Y é um operador linear continuo, definimos como a
norma de 7' o seguinte valor:

[T} = sup || T[]y (3.1)
eX

x
]l x =1

Uma propriedade notavel e imediata da definicado da norma operacional é a
seguinte:
IT() [y < [T - ll=llx

Teorema 3.1.2. Se X ¢ um espaco normado e Y um espaco de Banach, o
espago normado B(X,Y') dos operadores lineares continuos de X a'Y é um
espaco de Banach

Demonstragao. Seja (T),)neny uma sequéncia de Cauchy em B(X,Y), entao
para qualquer x € X fixo e € > 0 arbitrario, existe ng tal que se n,m > ng:

3

T — Tl < = = ||Thz — Tpa|| < e.

]

Portanto, para todo z, (T'z,)men € Cauchy. Como Y é completo, para todo x
existe lim,, ., T,z € Y. Definimos entao T : X — Y como um operador tal
que Tx = lim,,_,o, T,x. Pelo teorema 2.1.1, T' é um operador linear. Agora,
para € > 0 arbitrario existe ng € N tal que n, m > ny,

|The — Thx| <e
para todo ||z|| =1 . Assim, ||Tz — T,,z| < ¢ para todo ||z|| = 1. Dai

sup ||Tz|| = sup |[|[Tx — Tz + Thox|

[|lz||=1 [|lz||=1
< sup |[Ta = Tua + | T
llz||=1

<e+ |[|[Thx| < +oc.
Ou seja, T' € B(X,Y) e B(X,Y) é completo. ]
Corolario 3.1.2.1. O espac¢o dual X* associado a norma

¢l = sup |p(z)], @€ X"

|z[|=1

¢ um espaco de Banach, para X um espaco normado qualquer.
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Demonstra¢ao. Definimos como dual X* o espago B(X,F) para F = R ou
F = C. Como em ambos os casos F é um espaco normado completo com a
norma | - |, X* é um espaco de Banach. O

Os funcionais e operadores lineares sao ferramentas fundamentais no es-
tudo da Analise Funcional. Tendo em vista isso, dedicamos o resto dessa
secao para discutir relacoes entre grandes resultados' dessa drea da ma-
tematica e os nossos objetos de estudo: espagos de dimensao infinita.

Teorema 3.1.3 (Hahn-Banach). Se X € um espa¢o normado, E um su-
bespago vetorial de X e ¢ € E*. Entao existe 1» € X* tal que |p = ¢ e

[0 = llell-

O teorema de Hahn-Banach, como um argumento sobre subespacos veto-
riais, é particularmente 1til para o estudo de sequéncias completas, uma vez
que uma sequéncia (z,),ey em X é completa se o subespaco de X gerado
por ela for denso em X. Podemos entao produzir o seguinte resultado:

Teorema 3.1.4. Uma sequéncia (z,)neny C X € completa em X se, e so-
mente se, a sequinte afirmacado for verificada:
Se o € X* for tal que (x,) = 0 para todo n € N, entao p = 0.

Demonstragao. (=) Suponha que (z,)nen é uma sequéncia completa em X
e seja p € X* tal que ¢(z,) = 0 para todo n € N. Entao para qualquer
x € X arbitrario existe (S, )neny C span(z,)nen tal que s, — z. Porém, como
Sp sdo combinagoes lineares de (z,)nen, ¢(sn) = 0 para todo n € N. Como
© € continua,
o(x) = ¢(lim s,) im ¢(s,) = lim 0 =0
n—00 n—00 n—00

Como z é arbitréario, ¢(z) = 0 para todo z € X. ¢ =0.

(<) Assumimos que se ¢ € X* é tal que p(z,) = 0 para todo n € N,
entdo ¢ = 0. Suponha agora que W = span(z,)pey € X nao é denso
em X, ou seja, (Z,)neny nao é completa. Portanto, existe z* € X tal que
x ¢ W. Seja & = infyew ||z* — y||, entdo & > 0. Com isso, definimos
E = span{zy,x,....2*} C X e p: E— F como

olcx* +y)=cd, ceF, yeW.

IPara néo fugir do foco deste texto, omitimos as demonstracoes desses grandes teore-
mas. Contudo, o leitor interessado nao tera dificuldade de encontrar demonstragoes em
livros de Andlise Funcional, como os citados na bibliografia.
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p é claramente linear. Mostraremos agora que ¢ limitado: Primeiro, veja que
o(cx™ +y)| = [e]d < [ef[la™ +y/cl| = [lez™ + ]|
para qualquer y € W. Portanto,

ool = Hshlp lp(z)] < ||Slulp [zl =1
z||=1 z||=1

Além disso,

o(x plx* —y 4]

ol = sup L2 g, @ =0l _ 0
wep |zl " yew ot =yl o

Entao temos que ||| = 1. Pelo teorema de Hahn-Banach, existe ¢ : X — F

tal que ¥|p = ¢, com ¥(x,) = 0 para todo n € N, e ||¢)|| = 1. Portanto,

¥ # 0. Um absurdo. (x,)nen € completa. O
Teorema 3.1.5 (Teorema da Representagao de Riesz). Seja H um espago
de Hilbert, para todo ¢ € H*, existe um vetor z € X, unico, com ||z|| = ||¢]|,
tal que

p(x) = (2, 2).

E facil verificar, na direcao oposta, que em um espaco de Hilbert H,
para qualquer z € H, (z, z) define um funcional linear limitado em H: Pela
definigao do produto interno, temos que ¢(x) = (z, z) é um funcional linear.
Agora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que ¢ € limitado:

|o(@)] < llz]l]]=]]

Com o teorema da representacao de Riesz, conseguimos verificar que,
em espagos de Hilbert, sequéncias completas tem uma particular conotacao
geométrica:

Teorema 3.1.6. Se H é um espaco de Hilbert, uma sequéncia (x,)nen C H
¢ completa se, e somente se, paray € H:

(xn,y) =0, para todon e N = y =0

Demonstragao. Pelo teorema 3.1.4, (x,)nen é completa se, e somente se, p €
H* com ¢(x,) =0 para todo n € N implicar que ¢ = 0.

Porém, pelo teorema da representacao de Riesz, ¢ = 0 se, e somente se,
o(z) = (x,0). Assim, temos que (z,)n,en serd completa se, e somente se,
(n,y) = 0 para todo n € N implicar y = 0. ]
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Teorema 3.1.7 (Teorema da Aplicacdo Aberta). Sejam X e Y espacos de
Banach. Se T : X — Y € um operador linear continuo e sobrejetor, entao
T € uma aplicacao aberta. Isto €, para qualquer aberto U C X, a imagem

T(U) € aberta em Y .

Consequentemente, se T' for um operador linear continuo e bijetor, sua
inversa T~ é continua: Temos que T é uma aplicacao aberta, para qualquer
B.(z) C X aberto, T(B.(z)) € Y também serd aberto, com isso, existe
algum 0 > 0 tal que Bs(T'z) C T(B:(z)). Aplicando a inversa de T,

T YBs(Tx)) C B.(z) = B.(T"Y(Tx)).

Ou seja, T~! é continuo em todo Tx € X, como T ¢é sobrejetor, T 1 ¢é
continuo em X.

Teorema 3.1.8 (Teorema da Limitacao Uniforme). Seja X um espago de
Banach e Y um espago vetorial normado. Se um conjunto F de operadores
lineares continuos de X a'Y satisfaz

sup || Tz]| < +o0
TeF

para todo x € X, entdo F € uniformemente limitado, isto é:

sup [|T]| < +o0.
TeF

3.2 Funcionais de coeficiente

Um espago de Banach com uma base de Schauder (zi,zs,...) nos permite
representar qualquer vetor x como uma série Unica:

[
xr = E Cnp
n=1

Pelo teorema 2.1.1 vemos que ¢, é uma funcao linear de x. Denotando c,,
como uma fungao de z, por f,(z) podemos escrever:

r = Z fulx))p.

Os funcionais f, (Vn € N) definidos acima sao entao chamados de funcionais
de coeficiente.
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Defini¢ao 3.2.1 (Operador de soma parcial). Sejam X um espaco de Ba-
nach, (z,)neny uma base de Schauder de X e (f,)nen a sequéncia de funcionais
de coeficiente associados. Chamamos de “n-ésimo operador de soma parcial”
o operador S, : X — X:

para qualquer n nos naturais.

Note que a linearidade do operador de soma parcial é uma consequéncia
imediata da linearidade dos funcionais de coeficiente. Provamos a seguir
algumas propriedades.

Teorema 3.2.1. Se (,)nen € uma base de Schauder de um espago de Banach
X e (fn)nen € a sequéncia de funcionais de coeficiente associada, entdo eziste
uma constante M tal que:

para qualquer n € N,

Demonstragao. Seja Y o espago vetorial de sequéncias (¢, )nen para as quais
o0 .
> ¢, converge em X. Podemos definir para Y uma norma:

n=1
n
E CiZ;

[(en)nenlly = sup

neN |1°
De fato, || - ||y satisfaz todas as propriedades de uma norma. Além disso,
podemos provar que (Y| - ||y) é um espago de Banach. Provaremos agora

que Y é isomorfo a X.
Considere o seguinte operador T : Y — X definido por:

o0

T((cn)nen) = Z Cndp.

n=1

T é um operador linear (teorema 2.1.1), e como (z,).eny é uma base de
Schauder, T' é injetor (todo vetor de X admite uma sequéncia tnica em Y')
e sobrejetor. Além disso, T' é sobrejetora pela definicao de Y.
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T é continua, pois

oo n
Z Cpy|| < sup Zcixi - “(Cn)nENHY-
n=1 nelN |2

Para qualquer € > 0 basta tomar § = 5, [|(bn)nen — (¢n)nen|ly < 6 garante:

[ T((bn)nen) — T'((cn)nen) || = || Z bnn — Z Cna|

IN

[ (br)nen — (cn)nenlly
€

< =-<e.

=5 €

Pelo Teorema da Aplicagao Aberta (3.1.7), T~! também é continua. Por-
tanto, X e Y sao isomorfos.

Tome z = )" | ¢,x, arbitrdrio. Para qualquer n € N,

—1
| fl@)] = || = llennll < IS0 cmll + | o, il
n i n| —

e e
2suppen 1Dy Ciill _ 20 (en)nenlly _ 20T (@)]ly
B [ [l [l
27 - [l
lznll

Tomando M = 2||T || - ||z]| temos que:
Por fim,

L= fulzn) <[ fall - znll-
]

Corolario 3.2.1.1. Os funcionais de coeficiente f,(x) sdo funcionais linea-
res limitados.

Corolario 3.2.1.2. Os operadores de soma parcial sao limitados. Em par-
ticular,

1 <sup||S,]| < +oo.
neN
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Demonstrag¢ao. Para todo n € N, §,:

= sup [lz]| =1

i=1 ll=l|=1

Para todo x € X fixo arbitrario,

sup [|S, ()| < [|z]| < 4o0.
neN

Pelo teorema da limitagdo uniforme (3.1.8), temos sup,,cy |[Sn]] < +o00. A
desigualdade final segue do teorema 3.2.1:

U< flza [l fll = [l ]| sup |f1 ()]

llell=1
= s (Al = s (1)

= [|S1]] < sup[|S,|
neN

]

A fim de melhor entender a relagdo de espagos de dimensao infinita com
bases de Schauder, identificamos caracteristicas necessarias de sequéncias que
se candidatam a serem bases e dos espacgos que as contém. No entanto, a
verificacao de uma sequéncia como base pode ainda trazer dificuldades. Com
a familiaridade que construimos com os operadores de soma parcial, trazemos
uma importante condi¢ao que caracteriza bases de Schauder:

Teorema 3.2.2. Uma sequéncia de vetores nao-nulos completa {x;}°, em
um espago de Banach é uma base de Schauder de X se, e somente se, existe
uma constante M tal que, para quaisquer escalares ci,Co, ..., Cp, comn < m:

n

E Gy

i=1

m

E G

i=1

<M (3.2)

Demonstragao. (=) Assumindo que (z,)nen € uma base de Schauder, basta
tomar M = sup, ||S,||, para S, o operador de soma parcial de tamanho n
associado a sequéncia de vetores (z,),eny completa, assim, para quaisquer

n <m:
m n
Sh Z x| = Z CiTi.
i—1 i=1
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=1

m

g G

i=1
m

E G
i=1

Por fim, o fato de que (z,,),eny nd0 contém vetores nulos é uma consequéncia
imediata da definicao de uma base de Schauder.

E com isso,

n
E G
i=1

<M

(<) Assumindo que a expressao (3.2) do enunciado é satisfeita para quaisquer
Cl,...,Cm, fixamos x € X arbitrario e tomamos escalares ¢;q,...,c;, e n =
1,2,... tais que:

Note que podemos afirmar isso pela suposigao de (z,,)n,en cOmo uma sequéncia
de vetores completos.
Para facilitar a notagao, “estendemos” cada ¢;1, ..., ¢;, a uma sequéncia
(Cm>n€N €m que
cin = 0, para i > n. (3.4)

Agora, tome k fixo e m > n > k. Temos por hipotese,

n

Z(Cim - Cin)xi

i=1

m

Z(Cim - Cin)%

i=1

| (ckm — ckn)xi|| < M < M?

m n
2 Z Z
= M CimT; — Cind;
i=1 i=1
Com m,n — oo,
n m
M? E Cini — E Cim®;|| — 0,

pela convergéncia em (3.3).
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Como zy # 0, |Ckn — Crm| — 0, com m,n — 0. Portanto (cg,)neny C C
é uma sequéncia de Cauchy em um espaco completo, que entao converge.
Tomamos ¢, tal que
n—oo
Ckn 7 Ck,
para todo k € N.
Provaremos a seguir que, de fato, z = > .2, ¢;z;.
o oo m
E Gy = g lim ¢;,z; = lim E lim ¢;,x;
n—o0 m—0o0 n—oo
i=1 i=1 i=1
m

= lim lim E Cini.
m—r0o00 N—0o0
i=1
Agora, usando um teorema para limites iterados?, podemos trocar a ordem
das operagoes de tomada dos limites acima. Assim, com a condicao (3.4),

obtemos
m n

oo
g c;r; = lim lim g CinX; = lim E CinTi = .
N—00 M—00 4 n—o0 4

i=1 i=1 i=1

Para provar a unicidade de (¢, )nen, suponha que Y > bz, — xey o, cwy —
x. Como ambas séries convergem, pelo teorema 2.1.1,

Z(bn—cn)mx—m:().

=1

Porém, para qualquer k € N:

(b = en)zill < MY (bn = ca)ll-

=1

Tomando n — oo, temos que ||(by — cx)xkl| = 0 e, como z # 0, by = .
Como k é arbitrario provamos a unicidade e finalizamos demonstragao. [

3.3 Dualidade e bi-ortogonalidade

Agora que contextualizamos o comportamento dos funcionais de coeficiente
em espagos de Banach separaveis, voltamos nossa atencao a estudar seu com-
portamento no espago de funcionais lineares em X, o espaco dual X*. Um

2Veja por exemplo Bartle (1976), Iterated Limit Thm, p.133.
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paralelo que talvez seja antecipado é o de que, se (x,)nen € uma base de
Schauder em X, os funcionais de coeficiente associados, (fy)nen, Sejam uma
base de Schauder em X*. No entanto, tal expectativa nao necessariamente
reflete a realidade. A fim de estudar como a base (z,),en se relaciona ao
espaco X*, voltamos nossa atencao a um subconjunto de X*, o fecho do
espacgo gerado pelos funcionais de coeficiente, span( f,,)nen-

Teorema 3.3.1. Seja (z,)neny uma base de Schauder para um espago de
Banach X e (fn)nen @ sequéncia de funcionais de coeficiente associados.
Entao (fn)nen € uma base de Schauder para span(f,)nen € a expansdo:

F=>Y fan)f

¢ vdlida para todo f € span(f,)nen-

Demonstracao. Como o n-ésimo operador de soma parcial S, : X — X é
linear e continuo, podemos considerar o seu operador adjunto S} : X* — X*,
que é, por definicao, paraxz € X e f € X™:

St (@) = f(Su2) = f (Z fl-<:c>xi> = > S i)

Isto é, S} é um operador entre espacos duais que, para cada funcional
f: X — F define um funcional S’ f : X — F, onde S} f(x) = f(S,z) para
todo z € X. Como S;f é uma combinacao linear de funcionais lineares,
Sy f e X* para todo f € X*. Além disso, temos para qualquer n € N

1Sall = sup [[SLf] = sup (sup ||f(5nx)\|>

Ifl=1 [F1=1 \ llzl|=1

I#1=1 \Jlel=1 Ifl=1
< [1Snll-

< sup (sup ||f||||SnH||xH> < sup |[f[|[| Sl

Ou seja, ||Sk|| < +o0 para todo n € N e sup, oy ||95|| < sup,en |95 < 400
(corolario 3.2.1.2).
Provaremos agora que de fato S} f 272 f para todo f € span( f, )nen-
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Com f € span(f,)nen, se f é uma combinagao linear finita de funcionais
de coeficiente, podemos escrever f = > 7" ¢;f; para ci,ca, ..., ¢, escalares.
Dal, para qualquer n > m,

Snf = Zf(%)fz(l') = Z (Z ijy‘(%)) filz) = Zcifi(x) =/

i=1 \j=1 i=1

Naturalmente, S f — f.

Agora, se f nao for combinagao linear finita de funcionais de coeficiente,
¢ um ponto de acumulagao do espago gerado por estas. Entao, para ¢ > 0
qualquer, existe g = > 1" | ¢; f; para algum m € N tal que || f—g| < e/(M+1)
para M = sup,,cy ||S;||. Entao para todo n > m:

1S5S = FI < 1S5 f = Shgll + 1159 — gl + llg = £
= [1S5f = Sagll + [1f = gll
< [Salllf =gl +11f = gl
= (ISa I+ DIIf =gl =&

Temos entao que S’ f — f. Agora, suponha que f admite uma representacao
alternativa f =3 > ¢, f,. Para qualquer m € N:

f(.Tm) = chfn(xm) - Z Cn-0+c¢p-1=c,.
n=1

n=1
n#m

Dai temos que ¢,, = f(x,,) para todo m € N, portanto, a representagao
de f por Y2, f(xn)fn ¢ Unica, entao (f,)nen ¢ uma base de Schauder de

Span(fn)nEN- [l

Como, para X um espaco vetorial, X* também é um espacgo vetorial,
podemos definir em X* um espago dual (X*)* = X**, chamado de espaco
bidual. O espago bidual inspira a definicao de uma aplicacao X — X** como
a seguir:

Para todo z € X associamos & € X™** definido por:

(f) = f(x), feX

A aplicagao é chamada de aplicacao canonica de X em X**. Se essa aplicagao
for sobrejetora, chamamos o espaco X de reflexivo. Provaremos a seguir que
tais espacos vetoriais sao receptivos a mais conclusoes acerca da sequéncia

(fﬁ)neN-
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Teorema 3.3.2. Se (x,)nen € uma base para um espaco de Banach reflexivo
X, entdo a sequéncia de funcionais de coeficiente associados (fn)nen € uma
base de Schauder de X*.

Demonstra¢ao. Uma vez que ja sabemos que ( f,,)nen € uma base de Schauder
de span(f,)nen € suficiente mostrar que span(f,)nen = X*. Isto é, que
(fn)nen é completa em X*.

Queremos entao mostrar que para todo f € X* e ¢ > 0 existe uma
combinagao linear > . ¢ fi tal que ||f — > " ¢ fi]| < e. Ou, de forma
equivalente, que se u € X** e pu(f,) = 0 para todo n € N, y = 0 (teorema
3.1.4).

Seja X — X** a aplicagao canonica de X em X**

(f)=f(x), zeX, feX"

Como X é reflexivo, ;1 = Z para algum z € X. Como (x,),en € uma base

de X, se fu(x) =2(f,) =0, Ve € X,;n e N:
r=>Y folz)x,=0.
;T

Dai, u(f) = #(f) = £(0) = 0. O

A seguir incluimos dois teoremas relacionados a funcionais lineares ne-
cessarios para aprofundar o nosso estudo de bases de Schauder e suas co-
nexoes com o espaco que habitam. Em particular, com relacao a espacos de
Hilbert.

Teorema 3.3.3. Para X um espago normado e ¢ um funcional linear em
X, ¢ serd continuo se, e somente se, Ker(¢) = {x € X : ¢(x) = 0} for
fechado em X.

Demonstracao. (=) Seja ¢ um funcional linear continuo. Queremos mostrar
que se z* é ponto de acumulagao de Ker(y), entao z* € Ker(p). Por defini¢ao,
para qualquer ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que ||z* — z| < ¢:

lp(z™) — w(x)] <e.

Como z* é ponto de acumulagao de Ker(y), podemos sempre tomar x €
Ker(p) tal que ||z* — x| < 9, dai:

(") — p(@)] = |p(z")] <e.
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Como ¢ é arbitrario, p(z*) = 0 e portanto z* € Ker(yp).
(<) Seja ¢ um funcional linear com Ker(y) fechado em X. Se ¢ = 0, é
continua. Se ¢ # 0, existe xy com (zg) # 0. Tomando x; = @xo temos
@(x1) = 1. Como Ker(yp) é fechado e x; ¢ Ker(yp), existe r > 0 tal que para
todo ||z|| <7, z + 21 ¢ Ker(yp) (caso contrario x; seria ponto de acumulagao
de Ker(yp)).

Agora, veja que |p(z)| < 1 para ||9:|| < r. Caso contrario, existiria ||z| < r
com |p(z)| > 1, entao H‘ ‘H <reep(r — P )‘) = 0, um absurdo.

Por fim, para z* € 5( e € > 0 quaisquer, basta tomar § = re. Se
|#* — || <6 entdo ||Z=E| < e

(") = ()] = p(z* —2)[ = e |p(*5)| < e

Ou seja, ¢ é continua em X. O

Teorema 3.3.4. Seja X um espago normado, E C X um subespacgo vetorial
de X ex € X. Entao x € E se, e somente se, todo funcional linear continuo
em X* que se anula em E, também se anula em x.

Demonstrag¢io. (=) Seja x* € E. Entdo para qualquer § > 0 existe z € E
tal que ||z* —z|| < d. Suponha agora que ¢ seja um funcional linear continuo
que se anula em E. Como ¢ é continuo em x*, para qualquer ¢ > 0 existe
0 > 0 tal que:

[o" —zl} <0 = (") = p(z)| = |p")] <e.

Como ¢ ¢é arbitrario, temos que p(z*) = 0.
(<) Agora, supomos que todo funcional linear continuo que se anula em E
se anula também em algum z* € X. Supondo entdo * ¢ E, definimos o
espaco vetorial M = span(E U {z*}). Em M definimos o seguinte funcional
w: M —F:

o(cx* +y)=c, paraccFeyc E.

Naturalmente, ¢ é linear. E, como Ker(¢) = {02* +y : y € E} é fechado
em M, pelo teorema 3.3.3, ¢ é continua em M. Como E C X, pelo teo-
rema de Hahn-Banach, existe ¢ € X* tal que ¥|y = ¢. Entao, ¢|z =0e
Y(x*) = p(x*) = 1 # 0. Porém, por hipdtese, temos que todo funcional li-
near continuo em X que se anula em £, também se anula em 2*, um absurdo.
Temos entdo que, necessariamente, z* € E. ]
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Voltamos nossa atencao agora para estudar como espagos de Hilbert nos
permitem analisar a relacao entre diferentes sequéncias de vetores e como
estas relagoes afetam bases de Schauder.

Defini¢ao 3.3.1 (Sequéncias bi-ortogonais). Para um espago de Hilbert H,
dizemos que duas sequéncias (,,)nen, (Yn)nen C H s@o bi-ortogonais se:

<xn7 ym> = 5nma

em que Oy, ¢ o delta de Kronecker (isto é, d,,, = 1 se n. = m e dp,, = 0, caso
contrario).

Defini¢ao 3.3.2 (Sequéncia minimal). Seja X um espago vetorial e (2, )nen
uma sequéncia em X, dizemos que (z,,)nen é minimal se para todo k € N:

Isto é, onde cada elemento nao estd no fecho do espaco gerado pelos demais.

Nocoes de ortogonalidade entre vetores usualmente estao acompanhadas
de alguma implicacao quanto aos espagos gerados por estes. Por exemplo, é
um fato recorrente em cursos de algebra linear que se vetores v e v em R"
sao ditos ortogonais, sao necessariamente linearmente independentes. Pode
ser natural esperar entao, alguma relacao entre sequéncias bi-ortogonais e
sequencias minimais. De fato:

Teorema 3.3.5. Seja H um espa¢o de Hilbert e (x,)nen C H. Euxistird
(Yn)nen C H bi-ortogonal a (z,)nen se, € somente se, (x,)nen for minimal.

Demonstracao. (=) Seja (Yn)new C H bi-ortogonal a (z,)nen. Suponha
agora que, para algum j € N, x; € [(@n)nennj]. Entao existe (sp)neny C
[(Zn)nennez;] tal que s, — ;. Além disso, temos por hipétese que (x;,y;) =1
e que (x;,y;) = 0 para todo ¢ # j. Pela continuidade do produto interno
temos que:

(sn,y5) = (@550 = 1,
o que é um absurdo, uma vez que, para todo n € N, (s,,,y;) = 0. Ou seja,
nao existe j € N tal que z; € [(Tn)nenntj)-
(<) Suponha que (z,)nen C H € tal que x; € [(2n)nennx;| para todo j € N.
Pelo teorema 3.3.4, existe um funcional linear continuo ¢ : H — F que se
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anula em todo [(2y)nennz;] mas nao em x;. Tomando ¥(x) = ;
temos que v é um funcional linear continuo em H onde:

)L, sen=y
1&(%)—{07 se n # J.

Pelo teorema da representagao de Riesz, existe y; € X tal que ¢(z) = (z,y;).
Em particular, onde

(n,yj) = dpj, para todo n € N.

Como a escolha de j ¢é arbitraria, podemos definir y; para todo 7 € N. Entao,
(Yn)nen C H é uma sequéncia bi-ortogonal a (x,),en. O

Em seguida desenvolvemos uma condicao para a unicidade de sequéncias
bi-ortogonais:

Teorema 3.3.6. Seja H um espago de Hilbert e (z,)nen C H minimal.
Uma sequéncia (Yn)nen C H bi-ortogonal a (z,)nen € tUnica se, e somente se,
(Zn)nen € completa.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que (y,)nen € a Unica sequéncia bi-ortogonal
a (Tn)nen. Agora, supomos que (x,),eny NA0 € uma sequéncia completa.
Pelo teorema 3.1.4, existe ¢ € H* tal que ¢(z,) = 0 para todo n € N
mas ¢ # 0. Para algum m € N fixo qualquer definimos ¢4 (z) = (x,yn) e
Po(z) = w(x) + (2,ym). Como ¢ # 0, 1 # 1. Entdo, pelo teorema da
representacao de Riesz podemos identificar ¥y por w, onde w # ¥,,. Assim,
podemos definir uma sequéncia (z,),en C H onde z, = y, paran # m e
Zm = w. Como (z,)nen é bi-ortogonal a (z,)neny mas (2,)nen # (Yn)nen,
temos um absurdo. Portanto (z,)nen é uma sequéncia completa.

(<) Suponha que (x,),eny € uma sequéncia completa. Sejam (Y, )nen €
(zn)nen duas sequéncias bi-ortogonais a (,)nen € seja m € N um indice fixo.
Definimos ¢, 9 : H — F como ¢(z) = (x,yn) e ¥(z) = (x, z,,). Entao ¢, e
¥, sao funcionais lineares continuos e, como ¥, € z,, elementos de sequéncias
bi-ortogonais a (z,)nen, ©m(Tm) = Um(zm) = 1 e on(x,) = Yp(x,) = 0
quando n # m. Por fim, definimos

Om () = () — Ym(2),
um funcional linear continuo tal que ¢,,(z,) = 0 para todo n € N. Pelo
teorema 3.1.4, se (x,)neny é completa, entdo ¢, = 0, ou seja, se Yy, = Zn.
Como a escolha de m € N é arbitraria, temos que (Yn)nen = (21 )nen- O
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Consideramos agora o impacto da bi-ortogonalidade as bases de Schauder.
Se H é um espago de Hilbert com base de Schauder (z,,)nen, pelo teorema da
representacio de Riesz, podemos identificar uma sequéncia (f,, )neny C H tal
que fo(x) = (x, f,), onde (f,)nen sd0 os funcionais de coeficiente associados
a (Ty)nen. Pela defini¢ao dos funcionais de coeficiente temos que:

<xm7 fn) = fn(xm> = 6nm

Isto é, ( fn)neN é uma sequéncia bi-ortogonal a (z,)nen. Sendo (x,),eny uma
sequencia completa, temos que cada base estd associada a uma sequéncia
bi-ortogonal tnica, ( fn)neN. Assumindo H reflexivo® e com o teoremas 3.3.1
e 3.3.2, temos que ( f,)nen ¢ uma base de H* admitindo, para f(z) = (z, f)e
H* arbitrario, a seguinte expansao:

=3 flaa) fule)

o0 oo

(w, ) =Y (wn, P, fa) =Y (@, (wn, ) o)

n=1 n=1

pela continuidade do produto interno:

= Z<xa <f7 xn>fn> = <:E, Z(fa xn)fﬂ)
Em seguida,
<ZL’, .]?> - <x7z<f7 xn>fn> =0

o @]
(@, f=> (f.z
n=1
Como z € X é arbitrdrio, basta tomar = = f — Zfloﬂ(f, xn>fn, entao:

Z faxn fnaf Z fwrn fn _0 <~ f:Z<faxn>fn

n=1

Segue de que (f,)nen é uma base que a representacao de f é unica. E como
podemos definir f(z) = (z,y) para todo y € X, temos a seguinte conclusao:

3Todo espago de Hilbert é reflexivo (veja Kreyszig (1978), p.242).
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Para espagos de Hilbert H, a sequéncia (Yn)nen bi-ortogonal a uma base
de Schauder (x,)nen € uma base de Schauder de H, admitindo a sequinte

erpansao:
oo

T = Z(x,xn)yn

n=1



Capitulo 4

Estabilidade e bases de Riesz

4.1 Bases de Riesz

No estudo de bases de Schauder, a identificacao de bases é uma questao
fundamental. No caso de identificar novas bases a partir de uma base (x,,)nen
de X ja encontrada, para X um espago de Banach, uma forma imediata é
a de transformar o espago por um isomorfismo X — X e consigo a base.
Em particular, se 7" : X — X é um operador linear continuo e com inversa
continua, T define, de fato, uma nova base (y,)nen, onde

Yp=Tz,, n=12 ...

Uma vez que, para cada € X, existe T 'z € X que pode ser representado

como
00

T s = E CnZm-

n=1

Como a expansao de T~ 'z é uma série convergente em X e T continua,

z="T (i cn:cn) = i cyl'x,, = i Cnln-
n=1 n=1 n=1

A unicidade da representagao de x pela sequéncia (Y, )nen, por fim, é imedi-
ata, uma vez que T é injetor e a expansao para (z,)nen Unica.

Apesar de serem, geralmente, bases distintas, (z,)nen € (Yn)nen €stao
intrinsecamente relacionados pelo isomorfismo 7T'. Para qualificar essa relacao
definimos uma nocao de equivaléncia:

43
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Defini¢ao 4.1.1. Sejam (2, )nen € (Yn)nen duas bases de Schauder de um
espaco de Banach X. Dizemos que sao bases equivalentes se:

oo oo
E CnXy € convergente <—- 5 cnYn € convergente.
n=1 n=1

Para qualquer sequéncia (¢, )nen de escalares.

Veremos a seguir que essa nocao é completamente reduzida a existéncia
de um isomorfismo 7" : X — X linear limitado e com inversa 7! limitada,

que relaciona (z,)nen € (Yn)nen. Para um operador 7' nessas condigoes, onde
T,T' € B(X, X), dizemos que T é invertivel em B(X, X).

Teorema 4.1.1. Duas bases de Schauder (z,)nen € (Yn)nen SG0 equivalentes
se, e somente se, existir um isomorfismo T : X — X invertivel em B(X, X),
tal que Tz, =y, para todo n € N.

Demonstragao. (=) Suponha que (z,)nen € (Yn)nen sa0 bases de Schauder
equivalentes. Podemos entao definir um operador 7' : X — X que associa a
cada ) ¢z, =x € X o ponto Y, ¢y, = Tz € X. De imediato,

n=1
Tx, =v, VnéeN.

Uma vez que ambas as séries convergem, representam pontos x e Tz em
X. Como (x,)nen € (Yn)nen S80 bases, essas representagoes sao unicas e
portanto, 7' ¢ injetor. Além disso, para qualquer y = >~ ¢y, € X, a série
Yooy converge em X entao existe x =Y~ ¢z, tal que y = Tx. Isto
é, T" é sobrejetor e com isso, invertivel. Note também que:

T(ax)=T (ai cn:vn> =T (i acnxn) = io: aCpYp = ai Coln = aT'x,
n=1

n=1 n=1 n=1

e, paraw =y - bx, € X,

Tx4+w) =T <i(0” + bn)xn) = i(cn +b,)yn = Tx + Tw,

n=1 n=1

pelo teorema 2.1.1. Assim, temos que T é linear. Para provar que T é
continuo, consideramos as somas parciais S,z = Y . ¢z e Spy = 0| Gy

) p n =1 ~1~t ny =1 Zyza
entao T'(S,x) = Spy. Como Y 07 | ¢y, = lim, o S,y é convergente,

lim 7'(S,z) = Tx, para todo x € X.
n—oo
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Como, para qualquer x € X, sup, ey || 17(Sn2)|| = sup,ey ||SnTz|| é limitado
(pelo corolario 3.2.1.2), pelo teorema 3.1.8, T é limitado. Por fim, pelo
teorema da Aplicacao Aberta, T~ é também limitado.

(<) Suponha que existe um isomorfismo 7' : X — X invertivel em
B(X,X), tal que Tz, = y, para todo n € N. Se ) >, c,x, convergir,
como T ¢é continua, T(> 0" | cpxy) = > o T T, = > 7| Calyy CONVErgIra.

Por outro lado, T~ também é continua e T~'y,, = x, para todo n € N, se
>0 | CnYn convergir, T3 ¢ y,) = D00 Coty, CONVErgira. O

Observagao. Note que € suficiente que (x,)nen Seja uma base de Schauder
e que haja um isomorfismo T invertivel em B(X, X), para que (T'x,)nen seja
uma base de Schauder equivalente a (z,)nen. Como provamos anteriormente,
a sequéncia resultante de um isomorfismo invertivel em B(X, X) aplicado aos
termos de uma base de Schauder define uma base de Schauder em X.

Estabelecida a relacao entre bases equivalentes e isomorfismos invertiveis
em B(X, X), serd uma tarefa recorrente provar que operadores serao de fato
invertiveis. Para este fim, incluimos a seguir teoremas que retratam o com-
portamento de operadores invertiveis.

Teorema 4.1.2. Um operador linear T : X — Y entre espacos vetoriais
nao-vazios, € injetor se, e somente se,

Tr =0 — x=0.

Demonstracao. (=) Suponha que T seja linear e injetor. Para = € X qual-
quer, 70 = T'(0z) = 0Tz = 0. Como ¢ injetor,

Tr=0 —= z=0.

(<) Seja T linear e satisfazendo T = 0 = x = 0. Suponha que T'
nao € injetor, entao existem x1,x9 € X, x1 # x5 tais que Txy = Txyo. Entao
T(xy —x3) = 0 onde x; — x9 # 0. Um absurdo. Entao T é injetor. O

Teorema 4.1.3. Sejam (X, || - ||2), Y. |- |ly), (Z,] - ||2) espagos de Banach e
T:X =Y eS:Y — Z operadores lineares.

1. ST € linear.

2. SeT e S sao limitados, ST ¢é limitado e ||ST|| < ||S][|7]-
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3. 8e T e S sdao invertiveis, S~ e T~ sdo lineares, ST ¢é invertivel e
(ST)~! =T-1571,

4. Se T e S sao invertiveis com inversa limitada, ST € invertivel e tem
1mversa limitada.

Demonstracgao. 1. Sejam z1,22 € X e a,b €T,

ST (axy + bxy) = S(aTxy + bTxs) = aSTxy + bSTzs.

2. Se T e S sao limitados:

|ST|| = sup [|S(Tz)l[. < [|S]| sup [|Tx]l, = ST
reX reX
l=l=1 lz]=1
3. Suponha que T e S sao invertiveis. Para quaisquer y;,y, € Y, existem
x1,ry € X tais que T'ry =y, e Txy = yo. Para a,b € F arbitrarios:

T Yay, + bys) = T~ HaTx, + bTxs) = T 'T(azy) + T T (bas)
= axy + bxy = aT 'y + T 1y,

Isto é, T~! é linear, e analogamente S—' também serd. Como T é
sobrejetor, a imagem de T' é Y. Com S, com dominio Y, sobrejetor, a
imagem de ST é Z, portanto ST é sobrejetor. Além disso, seja z € Z
qualquer, como S € injetor, existe um unico y € Y tal que Sy = z.
Como T é injetor, existe um tnico x € X tal que S(Tx) = STx = z,
ST é injetor. Agora, veja que para todo z € X,

STT 'S e = S(TT (S '2)) = S(S'z) =,
e?
T1'S'STe =T (S 'S(Tx)) =T ' (Tx) = =.
Assim, (ST)™' =T-1571.
4. Se T e S sao invertiveis, pelos itens 1, 2 e 3, ST ¢é linear, limitado e
invertivel. Além disso, como T~! e S~ também sao também lineares

e limitados, (ST)~! = T-1S~! é linear e limitado.

]
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Com estes resultado, retomamos o estudo de bases equivalentes.

Teorema 4.1.4. Se H é um espago de Hilbert, bases de Schauder (z,)nen €
(Yn)nen equivalentes tem sequéncias bi-ortogonais equivalentes.

Demonstragao. Sejam (x,,)nen € (Yn)nen bases de Schauder de H equivalentes
e ( fn)neN e (gn)nen suas respectivas sequéncias bi-ortogonais. Como H é um
espaco de Hilbert, (fn)neN e (Jn)nen sd0 também bases de Schauder de H.
Além disso, existe um operador 7' linear limitado e invertivel em B(H, H)
tal que T'x,, = y, para todo n € N. Podemos entao considerar 7% : H — H
o operador Hilbert-adjunto! de T, isto é, T* tal que

(0, T"y) = (Tw,y), yeH
Agora, tome z,y,z € H e a,b € F arbitrarios.
(x, T"(ay + bz2)) = (Tx,ay + bz)
=a(Tz,y) + b(Tz, z)
= a(x, T*y) + bz, T*z)
= (z,aT"y + bT"z).

Portanto, T*(ay + bz) = aT™*y + bT*z, T* é linear. Em seguida, considere
y € H qualquer.

IT*y||> = (T*y, T*y) = (TT*y,y)
< | TTy[lllyll < ITIHT*y |yl
STyl < TNyl

Uma vez que T' é limitado, segue que 7™ também sera. Agora, veremos que
T*g, = f, para todo n € N. Para m € N fixo e n € N qualquer:

Como (fn)neN ¢ bi-ortogonal a z,,,

J4 que n é arbitrério, f,, — T*§m ¢ ortogonal a toda a base (Zp)nen. Como
(Zn)nen € uma base de Schauder, (z,)neny é completa em H. Pelo teorema

'Para a existéncia de T*, veja Kreyszig (1978) p.196.
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3.1.6, o unico vetor ortogonal a todos os vetores da base é o vetor nulo. Assim,
fin = T*Gom = 0, ou seja, T* Gy = fm. Em seguida, tome S 1Cnfn € H
qualquer. Existe w = Y > ¢,g, € H tal que T*w = z. Como (fn)neN é
uma base, T™ é sobrejetor e, pela unicidade da representagao das bases de
Schauder, T™* é injetor. Por fim, pelo teorema da Aplicacao Aberta, temos que

T* é invertivel em B(X, X). Ou seja, (f,)nen € (Gn)nen S0 equivalentes. [

Em espacos de Hilbert separaveis, bases ortonormais sao particularmente
uteis. Estudaremos a seguir a classe de bases equivalentes a bases ortonor-
mais.

Definicao 4.1.2 (Bases de Riesz). Uma base de Schauder (f,)nen de um
espaco de Hilbert H é dita uma base de Riesz se for equivalente a uma base
ortonormal (e,)nen.

Por (f,,)nen ser uma equivalente a uma base ortonormal, existe um opera-
dor invertivel em B(H, H) que transforma (e,)nen em (fy)nen. Consequen-
temente, para qualquer n € N:

I £l
-1 —1 — —1
1< flenll = 1T (Ten)ll < N T ([ Tenll < 17T
1
T S < Al < MIT1- (4.1)

Note que [|[T7!| =0 <= T~ ! =0, e consequentemente e, = 0 para todo
n € N, um absurdo. De fato, ||T7!|| > 0.

Teorema 4.1.5. Se (f,)nen € uma base de Riesz, (fn/l| full)nen também serd
uma base de Riesz.

Demonstragao. Seja (e,)nen a base ortonormal a qual (f,,)nen € equivalente
e T invertivel em B(H,H) tal que f, = Te, para todo n € N. Tome
S : H — H um operador tal que:

- (z,en)
Sy = en
; [ full

Mostraremos agora que S é de fato bem definido, isto é, que para todo z € H,
Sx converge em H: Pelo teorema de Riesz-Fischer,

o0 oo

chen converge em H <= Z |cn|2 < +4o0.

n=1 n=1
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Segue entao que Y o |[(x,e,)[* < 4+o00. Agora, seja & € H qualquer,

temos que Sx converge em H se:

i z, €n) < 400
= | I fall
Por (4.1),
Z ZIIT P en) P = 1T e, en)
n=1 n=1

Finalmente, como Y oo [(z,e,)|* < 400, Sz converge. De forma andloga,
Yoos (z,en) | fullen também converge.

Dado que S esta bem definido, mostraremos que ¢é linear, continuo e
invertivel em B(H, H). A linearidade de S é uma consequéncia imediata da
linearidade da primeira entrada do produto interno e da convergéncia de Sx

eSy. Comz,y€ Hea,beF,

= {ax + by, e,)
n=1 n
> (x,e,) e (y,en>
RN Z T
n=1 n =1
= aSz + bSy.

A continuidade de S segue da desigualdade (4.1),

o0

<xven>
sup ||Sz|| = sup en
lefl=1 =1 ; | full

< sup (1> T, en)e
n=1

Jel=1
o0
< s T D (s enen
z||=1 n=1

< sup [|T7][|]
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Para mostrar que S é invertivel, veja que Sz =0 = (x,e,) = 0 para
todo n € N, o que implica que x = 0. Pelo teorema 4.1.2 S é injetor. Em
seguida, tome y € H qualquer,

Y= Z<y76n>en = Z(xver)anHﬁ =S <Z<$a en)”fn“en) )

n=1 n=1 n=1

Por (4.1), x = Y7 [ (y, en) || fullen converge. Ou seja, S é sobrejetor. Pelo
teorema da Aplicagdo Aberta, S é invertivel em B(H, H). Agora, basta
considerar o operador T'S:

TSen:T( Cn ) In

Ifall ) Il
Como a composigao de T' e S, T'S é também linear, continuo e invertivel em
B(X,X) (teorema 4.1.3). Portanto (%)%N ¢ uma base de Riesz. O

Enquanto estudamos a hipétese de equivaléncia entre bases, uma neces-
sidade recorrente é a de confirmarmos a limitacao de operadores lineares
X — X em questao. Ou, de forma mais geral, entre os espagos gerados por
sequéncias de vetores (f,)nen € (gn)nen €m X, sequéncias que podem ainda
nao ser reconhecidas como bases.

Porém a andlise desses operadores nos interessa mais como uma forma de
qualificar a transformagcao entre dois espacos do que como um testamento do
maior valor que a norma atinge para qualquer ||z|| = 1. Exploramos entao
uma forma de confirmar se um operador é limitado, analisando o gréfico G(T')
que ele gera. Onde G(T') é definido por

Gg(T)={(z,y):x € E, y=Ta},

para X e Y espacos vetoriais, £ C X e T : £ — Y. Para isso, primeiro
definiremos um espago normado para o conter:

Definicao 4.1.3. Sejam X e Y espacos normados, definimos como o espaco
normado X X Y o espaco vetorial respeitando

(1, 91) + (T2, 92) = (21 + 22,01 + ¥2), 21,22 € X, Y1, €Y
a(xz,y) = (ax,ay), a€F, ze€ X, yey,

e munido da norma
[z, )l = =] + [yl
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Definigao 4.1.4 (Operador linear fechado). Se X e Y sdo espagos normados,
ECXeT:E —Y éum operador linear, chamaremos T de um operador
linear fechado se seu gréfico G(T') for fechado no espago normado X x Y.

Com essa linguagem, introduzimos o seguinte teorema, cuja demonstracao
omitimos:

Teorema 4.1.6 (Teorema do grafico fechado). Sejam X e Y espagos de
Banach, E C eT : E —Y um operador linear fechado. Se E € fechado em
X, T é um operador linear limitado.

A seguir discutimos resultados importantes que caracterizam bases de

Riesz, mas que nao serao usados diretamente no nosso estudo remanescente
de bases de Schauder.

Teorema 4.1.7. Seja H um espaco de Hilbert complexo e separdvel, as se-
gquintes afirmacoes sao equivalentes:

1. (fu)nen € uma base de Riesz de H.

2. Eziste um produto interno (-,-)2 em H, equivalente a (-,-), com o qual
(fu)nen € uma base de Schauder ortonormal de H.

3. (fu)nen € uma sequéncia completa em H e existem constantes A, B > 0
tais que, para n € N e escalares cy, ..., ¢, arbitrdrios:

n 2 n
A el < < B el
=1 =1

n

Zcifi

i=1

4. (fu)nen € uma sequéncia completa em H cuja matriz de Gram, isto é,
a matriz G com entradas

gera um operador T : (% — (2 invertivel em B({? (), onde

T((bTL)neN) = (Z b’i(fia fn>>

neN
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5. A sequéncia (fn)nen € completa em H e tem uma sequéncia bi-ortogonal
completa (gn)nen tal que, para todo f € H:

o o

DS <oo e D> Hfr gl < +oo.
n=1 n=1

Demonstracao. (1) = (2): Seja (fn)neny uma base de Riesz de H. Existe
uma base de Schauder ortonormal (e,),eny € um operador 7' invertivel em
B(H, H) tal que:

Tf,=e, VneN.

Com T definimos um novo produto interno (-, -)s : H — F:
<:L‘7 y>2 - <T.l’, Ty)

De fato (-, ), verifica os requisitos de um produto interno. E é facil ver que
(fn)nen € ortonormal para (-, -)o:

<fn7 fm>2 = <6n7 em> - 5nm

para n,m € N e d,,, o delta de Kronecker. Nos resta agora verificar que
(-,-)2 é equivalente a (-,-). Para isso, tome por || - |2 a norma gerada pelo
novo produto interno.

LFI3 = {f, Ha = (T£.Tf) = |TfIP

para qualquer f € H. Portanto,
Il =TI < 1170 - 111,

e?
LA = 1T T A < T4 12 = 1T
Por fim,
ALy < g
e < Ml < '

Assim, temos que as normas sao equivalentes e consequentemente os produto
internos também.

(2) = (3): Supondo que existe (-, -)o, equivalente a (-,-), tal que (f,)nen
é ortonormal, temos:

mllf <\ fll2 < M £
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para m, M € R e || - || a norma gerada por (-, -),. Dali,

1 1
<P e AP < — 17115

Agora, tome f = >"" ¢ f; qualquer. Como (f,)nen é uma base ortonormal
em (H,(-,-)2), pela identidade de Parseval:

n
7115 = > lel®.
=1
1

Finalmente, tome A = ~ e B = —

n 2 n

I 1 2

2 Z " < Zcifi < —22 il

M* = i=1 mia

n n 2 n

ayielt <[Sen < a3y
i=1 i=1

i=1

Agora, seja x € H e € > 0 quaisquer. Uma vez que é uma base de Schauder
de (H,(-,-)2), (fn)nen é completa em (H, (-, -)2), entdo existe >, b; f;, para
n € N, tal que:

Por hipétese,

m x—Zbifi <
i=1

n

=1

Como as escolhas de z e € sao arbitrarias, (f,)nen € completa em (H, (-, )).
(3) = (1): Suponha que (f,).en é uma sequéncia completa em H e que,
existem A, B > 0 tais que, para n € N e escalares ¢y, ..., ¢, arbitrarios,

n 2 n
A el < <BY el
i=1 i=1

n

Zcifi

i=1
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Primeiro, veja que (f,)nen é uma sequéncia de vetores nao-nulos: Supo-
nha que existe f,, = 0. Tomando ¢y,....,¢,,—1 = 0 € ¢,, = 1 teriamos, por
hipétese, A - [1]2 < |02 = A <0, um absurdo.

Agora, tome M = \/g. Sejam n,m € N, n < m e cy,...,c, escalares
quaisquer:
n 2 n
Zcifi < BZ e
i=1 i=1
m m
<BY |elP = M?AY ol
i=1 i=1
m 2
< M? Zcifi
i=1
Dai,

n

Zcifi

i=1

m

Zcifi

i=1

<M

Com ambos esses fatos estabelecidos, o teorema 3.2.2 garante que (f,,)nen
sera uma base de Schauder. Nos resta confirmar que é de fato, uma base de
Riesz. Como H admite uma base de Schauder, é um espaco de Hilbert
separavel, entdo, pelo teorema 2.2.4 existe uma base de Schauder (e,)nen de
H ortonormal. Agora, pelo teorema de Riesz-Fischer, temos que:

o0 o0
E Cn€n converge em H < E len|? < +oo.

Seja (¢, )neny uma sequéncia de escalares qualquer, mostraremos que

o o
Z lca? < o0 = chfn converge em H.

n=1 n=1
Se a sequéncia (D> | ¢;fi)nen coOnverge, como

2
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para todo n € N, (¢, )nen converge em £2. Por outro lado, se (¢, )nen converge
em /2, temos
n

Zcifi

i=1

n
< B2 laP
i=1

para n € N ainda arbitrdrio. Ou seja, a sequéncia ()., ¢; fi)nen converge.
Assim, temos que:

[o.¢] (o.)
g Cn fn converge em H <= g cnen converge em H.
n=1 n=1

As bases (fr)nen € (€n)nen sd0 equivalentes, (f,)nen ¢ uma base de Riesz.
(1) = (4): Suponha que (f,)nen ¢ uma base de Riesz de H. Entao existe

T : H — H inversivel em B(H, H) tal que Te,, = f,. Vimos na demonstragao
do teorema 4.1.4 que existira T : H — H, o operador Hilbert-adjunto de
T, e este também serd linear e limitado. Como T é invertivel em B(H, H),
existe (T1)* € B(H, H). Agora, veja que, para quaisquer x,y € H

(x,y) = (T Ta,y) = (z, T(T"1)*y).
Analogamente,

(x,y) = (TT 'a,y) = (x,(T"1)*T*y).

Portanto T*(T')*y = (T"')*T*y = y para todo y € H. Ou seja, T* ¢
invertivel e seu operador inverso, (T~1)*, é linear e limitado. T* também ¢é
invertivel em B(H, H).

Consequentemente, sua composicao T*T" também serd invertivel em B(H, H)
(teorema 4.1.3). Agora veja que, para quaisquer i,j € N:

<T*T€i,€j> = <T€,L'7T€j> = <fza f]>
Entao, seja 221 cie; € H qualquer,

T (i Ciei> = i <T*T (i Cz'ei) ,€j> €;
i=1 j=1 i=1

e}

Z (Z ci(T"Te;, q)) e;

j=1

: (Z cilfi, fj>> €j-

J

I
K
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Pelo teorema de Riesz-Fischer, existe um isomorfismo limitado e com in-
versa limitada S entre (2 e H tal que S((bn)nen) = Yoo buen. Agora, se
considerarmos S~!T*T'S, teremos um operador ¢? — (2 tal que:

neN

Como S~'T*T'S ¢é a composicao de operadores invertiveis, lineares, limitados
e com inversa limitada, é em si um operador invertivel em B(¢2, (?).

(4) = (3): Suponha que (f,)neny € completa em H e que existe um
operador T : ¢* — (? limitado e invertivel em B((?, (?) tal que:

T((bn>n€N) = (Z bi<fi; fn>>

neN

Como H é um espaco de Hilbert separavel, ele admite uma base ortonormal
(€n)nen. Pelo teorema de Riesz-Fischer existe S : H — (2 linear, limitado
com inversa limitada tal que Sx = ((x,€,))nen. Podemos entao definir um
operador K = S7!T'S ainda linear, limitado e invertivel em B(H, H) (teo-
rema 4.1.3) onde:

K (f; ) S (f; it m)

n=1 n=1 =1
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Entéao, para qualquer Y~ c¢,e, € H, temos

= <Z cifi, Z Cnfn>

i=1 n=1

oo
& Y cilfi fa)
=1

1=
oo
EZ fis fa)ci(en, en)

1

<ZC’L fzafn enacn€n>
i=1

<Zcz fis Jn €H7ZCJ6]>
< Zcz Jis en,zc]e]>

=1 i=1

((5) £

Dai, K é um operador positivo. Isto é, que K : H — H é tal que, para
qualquer z € H,

oo

> eafn

n=1

Mg

1

3
Il

Mg

1

3
Il
.
I

8

Mg

1

3
I

HME%

(Kz,z) > 0.
Uma vez que (Kz,x) é real,
(Kz,z) = (K*z,z) = (K*z, ).

Entao, seja D = K — K*, (Dx,z) = 0 para todo x € H. Tome agora z,y € H
eacC:

0= (D(ax +y),azx +y)
= |a|* (Dz, ) +a(Dz,y) + a(Dy,z) + (Dy, y)
— —

= a(Dx,y) +a(Dy, ).

Como a é arbitrario, podemos tomar a a = 1, (Dx,y) + (Dy,x) = 0, para
a =1, i{Dz,y) —i(Dy,x) = (Dx,y) — (Dy,x) = 0. Portanto, (Dx,y) = 0
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para quaisquer z,y € H e consequentemente D = K — K* = 0. Isto é,
K = K*, dizemos entao que K ¢ um operador auto-adjunto.

Como K é positivo, existe P : H — H, também positivo e auto-adjunto,
tal que K = PP (Riesz and Sz.-Nagy (1955), p.265). Chamamos P de raiz
quadrada de K. Uma vez que K ¢é invertivel, como PP = K, Im(P) =
Im(K) = H, P é sobrejetor. E,

Pr=0 = PPr=0 = x=0.
Pelo teorema 4.1.2, P ¢é invertivel. Veja também que, como K = PP,
P'P'Kr=2 e KP'Plz=nz,

para © € H qualquer. Ou seja, K~! = P7'P~!. Como P é auto-adjunto,
para todo x € H com |[z|| =1

||Pa:H2 = (Pz, Pz) = (PPz,x) = (Kz,z) < ||[K||.

Portanto, P é limitado. Assim, como K e K~! sao operadores limita-
dos, ambos P e P~! sao limitados. Com P auto-adjunto, para qualquer

Zzozl Cnfn € H:

(o0} 2 o0 o0
Z cnfnll = <PP <Z cnen> , Z cjej>
n=1 n=1 j=1

() 8]

o 2
P (Z cnen)
n=1

Como P é invertivel, podemos tomar, para qualquer ) . ¢ f; € H,
P30 ¢ifi) € H de tal forma que:

()]

i=1

2

PPil <i Ci€i>‘ =
i=1

2
<|P|®

n 2

Zcifi

i=1

Teremos entao:
n

Zcifi

=1

n

g Ci€;

=1
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2 2

Z Ci€; Z cifi
i=1 i=1
Tome A = ﬁ e B = ||P||* (note que ||P~!|| > 0 uma vez que K # 0).
Finalmente, com a identidade de Parseval temos:

n 2 n
AY el < <BY |l
=1 =1

para uma escolha arbitraria den € N e ¢q,...,c, € C.

(1) = (5): Seja (fn)neny uma base de Riesz de H, (e,)nen a base orto-
normal a qual é equivalente e (g,)nen a sequéncia bi-ortogonal a (fy)nen-
Como H é um espaco de Hilbert, (g,)nen € uma base de Schauder, e por-
tanto é completa em H. Pelo teorema 4.1.4, (g, )nen € equivalente & sequéncia
bi-ortogonal a (e,),en. Porém, veja que, por defini¢ao,

n

1

<
[P~ -

n

Zcifi

=1

<en7 em> - 5nm

Assim, (gn)neny é equivalente a (e,)neny € consequentemente uma base de

Riesz. Pelo teorema de Riesz-Fischer, vimos que, para (¢, )n,eny Uma sequéncia
) ) €

de escalares qualquer,

x o
chen converge em H <= Z |cn|? < +oo.

n=1 n=1

Agora, seja f € H qualquer, como bases de Schauder bi-ortogonais, temos
as seguinte expansoes:

f = Z(fv gn>fn = Z<fa fn>gn
n=1 n=1

Como sao bases equivalentes a (€, )nen:

S Hfga)P <400 e Y (f, fu)l? < +oo.
n=1 n=1

(5) = (1): Suponha que (f,)nen é uma sequéncia completa em H e
que dispoe de uma sequéncia bi-ortogonal também completa (g, )nen tal que

ST <00 e Y [f ga)l < +o0,
n=1 n=1
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para f € H qualquer. Como ({f, fn))nen € ¢? para todo f € H, podemos
definir um operador T' : H — (* tal que T'f = ({f, fn))nen. Da linearidade
do produto interno temos que 7' é linear. Agora voltamos nossa atencao ao
grafico de T, G(T'). Suponha que (z,, T2, )neny C G(T') é uma sequéncia de
Cauchy, entao, para ¢ > 0 qualquer existe ng tal que, dados n,m > ny,

n — 2| + || T — Tio| < €.

Assim, (2,,)nen € (Tx,)nen serao Cauchy em H e Y respectivamente. Como
ambos esses espacos sao completos, existem z € H e y € Y tais que x,, = x
e Tz, — y. Para concluirmos que G(T') é fechado, queremos mostrar que
(xn, Tx,) — (x,Tx), isto é, nos resta provar que y = Tx. Para isso, veja que,
como Tz, —% y em (2, para qualquer ¢ > 0 existe mq tal que se m > mo,

Z (T m)n = yal? < €
n=1

onde (T'x,,), € yn s@o os n-ésimos termos das sequéncias Tz, e y. Ou seja,
y é tal que y, = lim,, oo (T'z,,), para todo n € N. Como o produto interno
é continuo na primeira entrada, para qualquer n € N fixo,

Yo = lim (Tzp,), = Hm (2, fn) = ( li_r>n Ty fr) = (T, fu)-

m— 00 m—o0

Assim, temos que y = Tz e (x,, Tz,) I, (x,Tz) € G(T). Como a escolha

de sequéncia em G(T') foi arbitréria, temos que o grafico de T é fechado.
Com dominio H fechado, pelo teorema do Grafico Fechado, temos que T é
limitado. Isto é, existe C' > 0 tal que:

TP =D [Fs fad P < CPIIFIP
n=1

Analogamente, S : H — (*> com Sf = ({f, gn))nen também serd linear e
limitado. Entao podemos identificar também D > 0 tal que:

ISFI? =" (f, 902 < D?[IfII*.

Uma vez que, por hipdtese, (f,)nen € completa em H, H é separdvel
e portanto, admite uma base ortonormal (e,)nen (teorema 2.2.4). Agora,
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definimos operadores F' e G nos espagos gerados por (fy)nen € (gn)nen res-

pectivamente, onde

i=1 i=1

F' e GG sao assim, operadores lineares. Veja também que:

<Z ¢ifi, 9j

=1

2 0

-3

j=1

(%)

2 n

F (Z cifi

=1

Analogamente,

G (i Cigi

i=1

)
)

(S) e o of

2

<D

<C

;

n

Z Cigi

=1

2

n

= leil{fnanlP =D leil®

j=1
n

Z C;€;

i=1

Pelas desigualdades estabelecidas anteriormente, temos:

J=1

F (Z cif;

=1

n

Zcz’fi

=1

n
E CiGi
i=1

o0

-y

j=1

Zci<fiagj>

como sequéncias bi-ortogonais, (f;, g;) = 0 se ¢ # j. Portanto,

(4.2)

(4.3)

Agora, estenderemos F' e G para todo o espaco H. Primeiro, como uma
sequéncia completa, para qualquer x € H existe uma sequéncia (u,)neny C

span( f,)nen tal que u, — z em H. Dali, para quaisquer n,m € N

[ Ftun — Fup|| < Dllu, — |-

Assim, como (uy,)nen é Cauchy, (Fuy,)neny também serd. Como Y é completo,
existe y € H tal que F'u,, — y. Definimos entao F'z = y. Como a escolha de
x é arbitraria, estendemos F' para todo H. Fazemos o mesmo para GG. Note
ainda que, como as desigualdades (4.2) e (4.3) sao vélidas para span(f,)nen
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e span(g,)nen respectivamente, para qualquer ponto nos seus fechos f €
span(f,)nen = H € g € span(g,)neny = H temos:

IEfIE< DI e Gl < Clgll-

Os operadores F': H —+ H e G : H — H sao lineares e limitados. Agora,

veja que:
<F (i Cz’fi) NE (i digi>> = <i Ciei,zm:djej>
=1 j=1 i=1 j=1

3

Novamente, estendemos essa propriedade a todo H: Sejam f,g € H quais-

quer, existem (up)nen C span(fn)nen € (Vn)nen C span(gn)nen. tais que
u, — f e v, = g. Queremos entao mostrar que

(Ff,Gg)={f9)

Primeiro veja que, se f = 0 a igualdade é imediata. Salvo esse caso, tome
f,g € H quaisquer, mostraremos que (F'f,Gg) — (f,g) = 0.

(Ff,Gg) = (f,9) = (F'f,Gg) — (un,vn) — ({f,9) — (tn, vn))

= ((Ff,Gg — Gv, + Gv,) — (Fuy,, Gu,))
— ((f,9 = vn + vn) — (un, vn))

= ((Ff,G(g = vn)) + (F(f — un), Gun))
— ((fs9 = vn) + {f — tn, vn))

< [FFINGN g = vnll + IETL = wnll Gl on
+ 1 lllg = onll + 11 = wnllf|vn]]

= llg = wall(IELIIGI+ 11D
+ [If = wnll(LEMNG M onll + Tonl)-
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Escolheremos entdo € > 0 tal que |[f —u,|| <ee|g—v.| <e Ee <1,
para que tenhamos:

[onll < Nlgll + llon = gll < llgll + 1.

Com isso, basta escolher, para qualquer 6 > 0,

1) 1)
—min< 1
: mm{ 2(FEMGT+ 17D 20FNIGI (gl + 1) + gl + 1>}

Dai, com || f —u,|| <cellg— v <&,

5
(Ff.Gg) = (f.9) < 2 EFTICT T ||fH)(IIFfHIIGH +1£1D
5
R E NG
+2<“9“+1)(HFHHGH+1)”U IAE G + 1)
<§+§:5‘
=272

Como a escolha de 0 é arbitréaria, para quaisquer f,g € H,

(Fg,Gg) = ([.9).
Com o operador Hilbert-adjunto F*: H — H:

(f, F"Gg) = (f,9).

Pelo teorema da representagao de Riesz, F*G = I. Assim, F* é sobrejetor,
ja que para qualquer x € H, existe Gx € H tal que F*Gx = x. Por Brezis
(1999) p.30, existe K > 0 tal que:

o] < K[ F]

para todo z € H. Por essa desigualdade, se Fz = 0, entdo ||z|| < 0 =
x = 0. F é injetor (teorema 4.1.2). Agora, lembre-se que a imagem de F'
é densa em H, ji que (e,)neny é completo em H e span(e,)nen € F(H).
Suponha que y* é um ponto de acumulagao de F'(H). Entao existe (Fz,)nen

n—oo

tal que ||Fx, —y*|| —— 0. Como (F'z,)nen ¢ Cauchy, para € > 0 arbitrério,
existe ng tal que para quaisquer n,m > ng teremos ||Fx, — Fx,| < =
Entao ||z, — zn| < K||Fx, — Fr,|| <&, (n)neny também é Cauchy. Como
H é completo, existe z tal que z, —— z. Por fim, como F é continuo,
Fz, =% Fz = y*. Portanto F(H) é fechada e F(H) = H, F é sobrejetora.
Pelo teorema da Aplicagdo Aberta, F' tem inversa continua. Por defini¢ao

temos que F'f,, = e, para todon € N, entao (f,,)nen ¢ uma base de Riesz. [
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4.2 O teorema de Paley-Wiener

A partir de isomorfismos invertiveis em B(X, X), analisamos uma nocao de
equivaléncia entre diferentes bases de Schauder e exploramos as implicacoes
de tais conexoes, em particular as bases de Riesz. Agora, voltamos nossa
atencao ao estudo da “estabilidade” de bases de Schauder, o estudo de
condicoes sob as quais sequéncias em X podem mudar sem que estas perdam
sua qualidade como bases de X.

Teorema 4.2.1 (Paley-Wiener). Seja (z,)neny uma base de Schauder de um
espago de Banach X e (Yn)nen uma sequéncia em X. Se para algum 0 <
M <1, (Yn)nen satisfaz:

n

Z Ci(xi - ?/z)

i=1

n
E Cig

i=1

<M

para quaisquer n € N e escalares ¢y, ..., Cn, entio (Yn)nen € uma base de X
equivalente a (Zy,)nen.

Demonstracdo. Definimos um operador T : X — X por

T (Z cnxn> = Z Cn(Tn — Yn)-

n=1 n=1

para qualquer > ¢,z, € X. Por hipdtese, temos que a convergéncia de
> | caxy, implica a convergencia de Y > | ¢, (2, —yn). C (n)nen €
| Cny IMp genciade Y7 ¢ (2 —Yp). Como (2,,)nen € uma

base de Schauder de X, T estd bem definido para X. Temos ainda, que, para
quaisquer Y o7 apTy, > oo by, € X e a, [ escalares,

T (a i anx, + io: bnxn> =T (i(aan + /an)$n>
n=1 n=1

n=1

n=1
= O_/Z an(mn — yn) + 5 an<wn - yn)
n=1 n=1
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T é um operador linear. Como, ||Tz| < M|z|, T é um operador linear
limitado com ||T'|| < 1. Assim, [ — T também é um operador limitado, para
I o operador identidade, tal que Ix = x para todo x € X.

Agora, consideraremos a série Y- T*. que chamamos de série de Neu-
mann. Segue do fato de que T é um operador linear limitado, que as somas
parciais da série de Neumann Y ,_,7% : X — X também sao operadores
lineares e limitados. Além disso, para qualquer £ > 0, ng € N arbitrario, e
n,m > ny:

OELEDIEL I DOl B piATES AN
k=0 k=0 k=n+1 k=no 1- HT”

Como 1 — [|T'[| > 0, basta tomar ng > log) (1 — [|T']|)e. Entao

m n

Sty

k=0 k=0

Iy
=TT

Ou seja, para | T|| < 1, a série de Neumann é Cauchy em B(X, X), portanto,
converge. Mostraremos agora que Y .-, T% = (I — T)~'. Para qualquer
reX,comol—Ted 7, T* sao operadores lineares continuos:

(I-1T) ((Jgiﬂ) x> = lim (I - T) (i Tk’x>

k=0

= lim (Z TFy — Tk+1x>
= lim (Z TFy — Z Tka)
n—oo
k=0 k=0

= lim (Jz — 7" 2)

n—oo

=z — lim 7"z = z.
n—oo
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Analogamente, para x € X ainda arbitrario:
<MnE:TQ(U—TM%:HmE:TWU—Tﬁ)
n—o0 n—oo
k=0 k=0

= lim (i Thy — z”: Tk“x)
"\ k=0 k=0

= lim (Jz — T""2)
n—oo

=z — lim 7"z = 2.
n—oo

Portanto, I — T é invertivel em B(X, X) e para qualquer n € N

Assim, (y,)nen € uma base de Schauder equivalente a (x,,),en. O

Coroléario 4.2.1.1. Seja (x,)nen uma base de Schauder em X um espago de
Banach e seja (fn)nen a sequéncia de funcionais de coeficiente associados.
Se (Yn)nen € uma sequéncia em X e

D N = wall - 1 fall < 1,
n=1

entao (Yn)nen € uma base de Schauder de X equivalente a (Zy)nen-

Demonstra¢do. Tome M = > ||z, —yn|l - || fn]] < 1. Agora, para qualquer
n

n € N, sejam ¢, ¢a, ..., ¢, escalares arbitrarios. Tome z =) | ¢;z;. Entao:

n

Z Ci(xi - yi)

i=1

Z Fil@)(z: — i)

< Z 1fi(@) (i = i)

< s = walll il <7 s = wall 1 £l
=1 n=1
< Mz|.

Pelo teorema 4.2.1, (y,)nen € uma base de Schauder equivalente a (¥, )nen-
]

Em espacos de Hilbert, podemos reformular o teorema 4.2.1 como:
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Teorema 4.2.2 (Paley-Wiener). Seja (e,)nen uwma base de Schauder orto-
normal para um espag¢o de Hilbert H e (fn)nen uma sequéncia em X. Se
existe 0 < M < 1 tal que

Z Cn(en - fn)

[e%S)
<My leal?
n=1

para ¢y, Ca, ... escalares arbitrarios, (fn)nen € uma base de Riesz de H.

Espacos de Hilbert nos permitem também considerar um caso especial
do coroldrio 4.2.1.1, se (e, )nen € uma base de Schauder ortonormal de H,
acompanha funcionais de coeficiente (f,,)nen onde f, = (x,e,) com || f,,|| = 1.
Assim, para toda sequéncia (z,).en € H tal que:

D llen — x|l < 1 (4.4)
n=1

(Zn)nen serd uma base de Riesz.

Ou seja, para uma particular “medida de proximidade” (4.4) de sequéncias
em H a (e,)nen, toda sequéncia suficientemente préxima de (e, )nen serd uma
base de Riesz.

Voltando aos espacos X de Banach, podemos usar o teorema de Paley-
Wiener para produzir um resultado que, de forma semelhante ao anterior,
nos garante uma “medida de proximidade” para bases de Schauder, dentro
da qual outras sequéncias em X ainda sao bases:

Teorema 4.2.3 (Krein-Milman-Rutman). Se (z,)n,en € uma base de Schau-
der para um espa¢o de Banach X, entdo existe uma sequéncia (€)nen de
escalares € > 0 com a sequinte propriedade: Se (Yn)nen € uma sequéncia em
X e

lzn —ynll <e, VneN,

entao (Yn)nen € uma base de Schauder de X equivalente a (T,)nen-

Demonstragao. Seja (fn)nen @ sequéncia de funcionais de coeficiente associ-
ados a (z,)nen. Podemos entao construir

1

En = —/
T2l
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para todo n € N. Asssim, pelo corolario 4.2.1.1, se (yn)nen € tal que ||z, —
Ynl| < €, para todo n € N,

Z n = yull - | fnll < Z s el = Z oot < L
n=1 n=1 2 an” n=1 2
entao (Y, )nen serd uma base de Schauder de X equivalente a (z,,)nen- O
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