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CONTEUDO



Capitulo 1

Introducao a Teoria Espectral

1.1 Espectro e convencoes

1.1.1 Resolvente e espectro

Um operador linear 7' : Dom(7) € X — X representa uma transformacao
especifica de um espago vetorial Dom(7") contido em X # {0}. Como seu
contradominio também é X, podemos imaginar que 7" representa uma trans-
formacao na estrutura do espaco X. A teoria espectral se preocupa em
estudar como as transformacoes T'— A, transformagoes T' associadas a uma
“perturbacao” por um operador linear —\I, afetam a estrutura de X, onde
A € C e I éo operador identidade de X!'. Por exemplo, ker(T — \I) # {0}
nos revela que A é um autovalor de T', ou seja, que a transformacao T apenas
escala por A\ o subespaco ker(T — AI).

Pensando em (T — AI) (denotado simplesmente por T — A, ou ainda,
T\) como uma “transformacao perturbada”, os autovalores representam per-
turbacoes que tornam a transformagcao “irreversivel”. A teoria espectral pro-
cura estender o estudo de autovalores a operadores em espacos X de dimensao
infinita. Em particular, dizemos que (T — \)~! existe quando a “trans-
formagao perturbada” é invertivel sobre sua imagem (i.e. ker(7'— \) = {0}).
Chamamos (T — A)~!' de operador resolvente e o denotamos por Ry(T)
(quando o operador T' em questao estd claro, podemos omiti-lo e escrever
R)). Como se pode esperar, o caso de dimensao infinta possibilita a per-

I'Note que enquanto I é uma identidade para todo X, para considerarmos T — A\l como
um operador devemos usar I restrito a Dom(T).
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turbacao A algumas formas adicionais de “afetar a reversibilidade de T'— \I”.
Por isso, em espagos de dimensao infinita procuramos verificar 3 condigoes
para avaliar se o operador resolvente Ry(T") é suficientemente agradavel.

Defini¢ao 1.1.1 (Conjunto Resolvente). Tome T : Dom(7) C X — X um
operador linear e X # {0} um espac¢o normado sobre C. Chamaremos de
conjunto resolvente o subconjunto p(T) C C de valores A tais que

(R1): (T — \)~! existe, isto é, ker(T — \) = {0}.

(R2): (T — X\)~! é limitado.

(R3): (T'— \)~! estd definido em um conjunto denso em X.
Escalares A € p(T') sao chamados de valores regulares.

Chamaremos de espectro de T" o conjunto

o(T) = C\ p(T).

Escalares A € o(T) sao chamados de wvalores espectrais e representam per-
turbacoes que “afetam significativamente” a transformacao 7.
O espectro pode ser dividido em 3 subconjuntos

o(T) =0,(T)U o (T)Uo.(T).
Descritos a seguir:

1. 0,(T) ={A € o(T) : ker(T — X\) # {0}} é chamado de espectro pontual
de T e representa o conjunto dos autovalores de T'.

2. 0.(T) = {X € (1) \ 0,(T) : Dom(R\(T"))) = X} é chamado de es-
pectro continuo de T" e representa o conjunto de escalares A\ tais que
(T — \)~! existe e estd definido em um subconjunto denso de X mas
nao é limitado.

3. 0.(T) ={N € a(T)\o,(T) : Dom(R\(T"))) # X} é chamado de espectro
residual e consiste nos escalares A para o qual (T'— \)~! existe mas nao
esta definido sobre um conjunto denso em X.
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Como discutimos antes, os escalares A € 0,(T") sdo os autovalores de T' e
herdam da intuicao geométrica da algebra linear.

Por outro lado, o espectro continuo nao tem uma interpretacao tao ime-
diata mas ele segue como uma “correcao” a um dos artificios que espagos de
dimensao infinitos podem explorar: a convergéncia.

Isto é, se T : Dom(T) C X — X é tal que A € 0.(T) entdao temos
que Ry (T') existe mas é um operador linear ilimitado. Ou seja, existe uma
sequéncia (x,)neny em Dom(Ry(T)) tal que ||x,]| = 1 para todo n € N e
|RA(T)z,|| — oo. Usando Ry(T) como uma forma de reverter a trans-
formacao T" podemos construir uma sequéncia (%)nel\l C Sx na esfera
unitaria de X que “aproxima o comportamento de um autovetor”, isto é,

onde:
B Ry\(T)x, _ Ty
T=4 (nmmxnn) G

O espectro residual tem um significado ainda mais nebuloso. Ao longo deste
texto exploraremos alguns resultados que elucidam um pouco mais as con-
sequéncias de um valor espectral estar no espectro residual, assim como a
relevancia de um operador estar densamente definido (i.e. ter como dominio
um subconjunto denso de um espa¢o normado). Uma justificativa, talvez
nao muito satisfatéria, a questao de por que destacar o espectro residual,
é que ele é vazio para muitos operadores, em particular para os operadores
limitados auto-adjuntos (veja o Teorema 2.1.10).

Apesar de ser razoavel imaginar que em espacos de dimensao infinita
apenas a no¢ao de autovalor nao seria suficiente, é relevante notarmos que a
definicao do espectro nao é forte ao ponto de, em espacos de dimensao finita,
ultrapassar o que era compreendido pelos autovalores. Podemos ver isso ja
que todo operador linear entre espagos de dimensao finita é continuo e ja que,
sendo ker(T'— X) = {0}, T) seria um operador linear injetor entre espagos de
dimensao finita e portanto teriamos

dim(X) < dim(Dom(7))) < dim(X) = Dom(7)) = X.

Assim, concluimos que o(1") = 0,(T). A seguir voltamos a considerar X um
espaco de dimensao arbitraria, exceto quando especificado o contrario. Dito
isso vale ressaltar que varios fatos relacionadas a auto-valores se mantém inal-
terados quando passamos de espacos de dimensao finita a dimensao infinita,
verificamos um desses a seguir.
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Proposicao 1.1.1. Seja T : X — X um operador linear sobre um espaco
normado X. Se A, ..., \, sao diferentes autovalores de T' e {x1,...,x,} € um
congunto de autovalores de cada, este conjunto é linearmente independente.

Demonstracao. Suponha o conjunto nao € linearmente independente,tomamos
entao x;, como o primeiro vetor que torna o conjunto {xy, ...,z } linearmente
dependente. Podemos agora escrever

Tp =0121 + ... + Qp_1Tp_1

e uma vez que rj é um autovetor associado a \g, temos que (7' — A1)z = 0.
Substituindo z pela soma acima, temos:

k—1 k—1
O::(77——Ak])xk::(77—-Ak])jzzcwxj::jz:(Aj——A%)aij
j=1 i=1

Como A; — A\ # 0 para todo j € {1,...,k — 1} e {21, ..., x3_1} é linearmente
independente, a; = ... = a1 = 0. Ou seja, x, = 0, o que é um absurdo, ja
que é por hipdtese um autovetor. O

1.1.2 Espacos de Banach

O ambiente onde estudaremos a teoria espectral é o dos espacos de Banach,
em particular, espacos de Banach complexos. A importancia do espago estar
construido em cima do corpo dos complexos esta relacionada a recorrente uti-
lidade de teoremas relacionados a analise complexa. Por exemplo, o teorema
fundamental da algebra, enunciado a seguir:

Teorema 1.1.2 (Teorema fundamental da dlgebra). Todo polinémio de grau
n e coeficientes complexos

() = anx™ + ap_12" ...+ ag
pode ser fatorado como
p(z) =an(z —r1)...(x — 1),

onde ry,...,r, $ao as raizes do polinomio.
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A hipétese de X ser Banach estd relacionada a hipétese de T' ser um
operador em B(X, X) de uma forma natural, j& que com ambas hipéteses
podemos usar de teoremas importantes da analise funcional como o teorema
do grafico fechado e o teorema da aplicagao aberta. Nessas condicoes, o
estudo da teoria espectral de um operador 7' : X — X linear e limitado
entre espacos de Banach complexos se torna naturalmente um estudo de
quando 7Ty é um isomorfismo (uma vez que se T é limitado e injetor com
imagem fechada, pelo teorema da aplicagdo aberta, é um isomorfismo). E
imediato que se X é um espacgo de Banach complexo e T' € B(X, X),

Ty: X — X é um isomorfismo == X € p(T)). (1.1)
O teorema a seguir nos garante que esta ¢ uma equivaléncia.

Teorema 1.1.3. Se X ¢ um espaco de Banach complexo, T : X — X € um
operador linear limitado e A € p(T), entdo:

Dom(R,) = X.

Demonstragao. Se T : X — X é um operador linear, o seu grafico G(T') é
fechado se, e somente se, para qualquer sequéncia (x,, T, )neny C G(T),

(2, Tzy) = (2,y) = (x,y) € G(T).

Com T limitado, =, — * = T(x,) — Tz para x,z1,s,... € Dom(T).
Ou seja, T é fechado se, e somente se, dada qualquer sequéncia (z,),eny em
Dom(T") convergente, lim,, . x, € Dom(7). Como Dom(T") = X ¢é fechado,
temos que T' é um operador fechado.

Podemos agora nos restringir ao caso de operadores lineares limitados e
fechados: Se T é fechado, T'— AI é fechado, ja que (z,, Tz, — Ax,) — (z,y)
implica que Tx,, — y + Az, portanto (z,y + Ax) € G(T) e, com isso, (z,y) €
G(T — \I).

Como Ry = (T'—AI)™!, é claro que Ry também é um operador linear limi-
tado (ja que A € p(T)) e fechado. Suponha que y,, — y seja uma sequéncia em
Dom(R,) convergente em X. Como (¥, )neny € Dom(Ry), existe (z,,)neny € X
tal que y, = Thx, para todo n € N. Dali,
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entao (r,)nen é uma sequéncia de Cauchy. Ja que X é Banach, existe z tal
que x, — x e pela continuidade de T, lim, o, y, = Tz € Dom(R,). Como
(Yn)nen fol uma sequéncia convergente arbitraria, Dom(R)) é fechado e

Dom(R)) = Dom(R,) = X.

]

Assim, quando X é um espago de Banach complexo e T € B(X,X) e
A é um valor regular, 7, : X — X é um operador injetor com imagem
Dom(Ry) = X. Como discutido anteriormente, o teorema da aplicacao
aberta nos garante que 7' é um isomorfismo e com a equagao (1.1),

Ty : X — X é um isomorfismo <= X € p(7).

Corolario 1.1.4. Se X € um espaco de Banach, T': X — X € um operador
linear fechado e A € p(T) entdo

Dom(R,) = X.

Demonstracao. Pelo teorema do grafico fechado, segue que T': X — X ¢é
linear e limitado. Basta entao aplicar o Teorema 1.1.3. O

Tendo em vista essa discussao, adiante, quando nao explicitado o contrario,
assumiremos que um espaco de Banach é complexo.

1.2 Propriedades espectrais

Um resultado da origem a vérios teoremas fundamentais na teoria espectral

de espacos de Banach, este é o da convergéncia das séries de Neumann, séries
> ore o T* de operadores T € B(X, X) para | T|| < 1.

1.2.1 Séries de Neumann

Proposicao 1.2.1. Se X € um espaco de Banach e T € B(X,X) € tal que
|7\l <1, temos que Y py T* € um operador em B(X,X) e

iT’“ =(I-T)"
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Demonstragao. S = >~ T* estara bem definido como um operador se para
qualquer z € X,

ZTkx = lim ZTkx

k=0 =0

convergir, que sera verdade em X Banach se (ZZ:O T km)neN for uma sequéncia
de Cauchy. Para ver que este é o caso, note que

iT%_iT% iT% =< i 1T ([,
k=0 k=0 k=m k=m

|T*|| < |IT||* e que Yooy IT']|¥ é uma série convergente em R para || T|| < 1.
Em particular, com n — oo:

> Trr - Tha|| < (Z HT||’“> [l]]- (1.2)
k=0 k=0 k=m

Tomando m = 0 verificamos que S é limitada. A linearidade de S, por sua
vez, é uma consequéncia da linearidade dos operadores T*:

_ k o : k
S(m—kozy)—?llg&kZ%T(x+ay)—r};n;O;T x+ oIy

= lim ZTkx+aZTky = lim ZTkx—l—a lim ZTky
=Sr+aSy, VaeC, Vr,yec X.

Por fim, tomando = € X qualquer,

S(I —T)x = lim zn: TH(I —T)x) = lim (7% — T""'2)

n—oo n—oo

=z — lim 7"z =z,
n—oo

(I =T)Sz = (I -T) lim zn: TF(z) = lim (I = T) (zn: T%)

n—oo

= lim (7% — T""'z) = x.
n—oo

Ou seja, S = (I —T)~!. Por fim, veja que (I — T) é limitada por ser uma
combinagao de operadores lineares limitados. O
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Observagao. Note que este teorema garante que (T — 1)~ existe, é limitado
e estd definido em todo o espaco X.

A relevancia das séries de Neumann pode ser escondida pela aparente
restricao de sua utilidade a um nicho muito especifico de operadores com
norma ||7'|| < 1. Porém, ela é uma ferramenta muito pertinente a operadores
no geral, como veremos adiante. O primeiro exemplo da sua importancia que
exploraremos ¢ ilustrado no teorema a seguir.

,

Lema 1.2.2. Se X ¢ um espaco de Banach complero e T : X — X ¢€
um operador linear e limitado, entao p(T) é um conjunto aberto de C. Em
particular, se \g € p(T') temos

1
A=l < ———m = A€ p(T).
A=l <Rl p(T)

Neste caso, Ry = ZZO:()()‘ - /\o)kRijl(T)'

Demonstragao. Se p(T) = 0, é um aberto. Se p(T) # () tome g € p(T') e
A € C. Podemos pensar em 7' — AI como uma transformacao 7" — Ayl com
uma perturbagao adicional —(A — X\g)!:

T — A = (T = MoI) = (A= M) = (T = 2I)(I — (A = Xo) Ry (T):

Assim, se [N — Ag| < m, temos que [[(A — Ag) Ry (T)]] < 1 e pela
0

Proposi¢ao 1.2.1, (I — (A — Xo)Ry, (7)) é invertivel e tem como inversa

>oreo(A = Xo)*RE (T'). Como composigao de operadores invertiveis com in-

versas limitadas, (T"— AI) é invertivel e limitado com inversa

RA(T) = (I = (A= X0) R (T)) (T = XoD)™

_ (fp - /\O)kRio(T)> Roo(T)

k=0
00

(A = Xo) RATH(T).
k=0

Além disso, note que Ry(T) esta definido para todo z € Dom(R,, (7)) por-

tanto Dom(Ry(7T")) = Dom(R,, (7)) = X. Dal, temos A € p(T") e, com isso,

Be( Ao, m) C p(T) para \g € p(T') arbitrario. Portanto p(T') é aberto e
0

o(T), como seu complemento, é fechado. ]

—

—~
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A importancia desses ultimos teoremas serd ilustrada ao longo desse
texto, mas trazemos atencao ao fato de que estes dependem da hipdtese
de T: Dom(T) C X — X ser um operador com Dom(7T) = X e deste ser
um espaco de Banach. Ainda usando séries de Neumann conseguimos ou-
tra restri¢cdo sobre o conjunto o(7") para T" € B(X, X) sobre um espago de
Banach:

Lema 1.2.3. Seja X € um espaco de Banach complexo e T : X — X um
operador linear limitado. Entao se A € o(T),

AL <7

Isto €, o espectro de T estd contido no disco de raio ||T|| entorno da origem
do plano complexo.

Demonstragao. Tome A € C\ {0}. Podemos entao reescrever (7' — AI) da
seguinte maneira:

(T'— M) = —\(I — 1T).
Dai, se [A| > ||T|, entao [|5T|| <1le (I — $T) ' =>4, 1" Com isso,

(T — \I)~ :--(ZM ) Z% YIA > ||T||.  (1.3)

Da Proposicao 1.2.1, segue que R, ¢ linear e limitado com dominio X.
Portanto, o(T") C B¢(0, [|T))- O

Junto com o Teorema 77, que enunciaremos mais adiante, o teorema
a seguir é o que usa mais explicitamente da hipétese de X ser um espaco
de Banach complexo. Refletindo isso, sua demonstracao depende de uma
quantidade consideravel de resultados de andlise complexa que assumiremos
conhecidos.

Teorema 1.2.4. Se X # {0} é um espago de Banach complexo e T : X — X
¢ um operador linear continuo, entdo seu espectro o(T') é ndo vazio.

Demonstragao. Se T = 0, entdo o(T) = {0} # (). Caso contrario, temos
|IT|| > 0 e da equagao (1.3), para todo A > ||T'|| temos

1SN /1 0\
Ry = —— -T) .
= (3)
k=0
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Pensando na funcao A — Ry, e em |A| > ||T'|| temos

26 |=mE

k=0

1
IRl < 755

k
RY '

1
=T
A

Assumindo |[A| > 2||T|| temos que os termos de S ||27|* formam uma
k=0 || X
progressao geométrica de razdo ||1T'|| < 3 e portanto a série converge para

1 A .
— T SS1m
1T/ ’

1 11
ALT—={T/A1 =TI

[RAll < VIAL> T (1.4)

Agora, suponha que o(T) = 0, isto é, que p(T) = C. Tomando f € X* e
xr € X quaisquer fixos, podemos definir h : C — C onde

h(A) = f(Rxz).

Usando o Lema 1.2.2 e a continuidade de f, para qualquer Ay € p(T') = C,

quando |\ — \g| < m, temos
h(A) = ((Z(A - Ao>kR§:1x>)
k=0
-5 (S0 rorete)
k=0

Ou seja, h(A) coincide com uma série de poténcias na bola aberta Be(Ao; || Ry, ||)
e uma vez que a série y ;- (A — /\0>ka\:1 é absolutamente convergente em
Be(Do; [ R, YopeoX = Xo)* f(RY' 2) também serd. Assim, h(X) é dife-
rencidvel em Bg(Ao; || Ry, ||) para qualquer Ay € C.

Assim, independente da escolha de f € X* e x € X, h é uma fungao
inteira. Como a bola fechada B¢ (Ao; | T'||) ¢ compacta, a func¢do h restrita a
esse conjunto admite um valor maximo m € C. Da equagao (1.4) verificamos
que

(< IAINRAN2 ] < HfHﬁHIH-
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Assim, h é uma funcao inteira limitada por max{m, HfHﬁHxH} em todo seu
dominio. Pelo teorema de Liouville, A é uma funcao constante. Com isso
temos que para quaisquer \,\g € Ce z € X,

f(Ryx — Ry,x) =0, Vfe X* = Ryx = Ry,x.
Como z € X ¢é arbitrario, temos Ry = R),. Segue que
T—M= (R '=(Ry) ' =T X\l
e consequentemente que A = Ay, um absurdo. O

Como o(T) nao necessariamente atinge a esfera de raio ||T||, podemos
considerar qual é a maior esfera que o(T") efetivamente atinge e, possivel-
mente, ter uma imagem melhor do espectro de T'. Para este fim trazemos a
definicao a seguir:

Definicao 1.2.1 (Raio espectral). Se 7" : X — X é um operador linear
limitado e o(T') é o seu espectro, chamamos de raio espectral a constante

ro(T) = sup |\
Ao (T)
Note que, como o espectro é fechado e nao-vazio,

sup |A| = max |Al.
Aeo(T) Aea(T)

Isto é, existe Ag € o(T') com || = 7,(T).

1.2.2 Comutatividade e consequéncias

O estudo de perturbagoes no formato —A/, traz consigo uma vantagem ca-
racteristica da identidade: A comutatividade. Se S : Dom(S) C X — X ¢é
um operador linear qualquer, S(—AI) = (—=AI)S, e dizemos que S e (—AI)
comutam. Com isso, veja que se T' e .S sao operadores lineares que comutam,
S, Ty e Ry comutam entre si:

(T —AXDHS=TS—XNS=ST+S(=\)=5(T—-\).

Para o resolvente, usamos da comutatividade inerente a fungoes invertiveis,

TAR)\ = R)\T)\ =1
R)\S = R\SI = R\ST\R\ = R\T\SR) = ISR\ = SR,.

O estudo da comutatividade do resolvente nos da o seguinte resultado:
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Teorema 1.2.5 (Primeira identidade do resolvente). Seja T € B(X, X) para
X um espago de Banach complexo. Dados A\, ji € p(T') quaisquer, Ry e R,
comutam e

RBA(T) = Ru(T) = (A = ) RA(T) Ry (T).

Demonstracao. Como T comuta consigo mesmo, sabemos que T e R, e
consequentemente Ry e R,, comutam (note que, pelo Teorema 1.1.3, T', Ry
e R, estao definidos sobre todo o conjunto X). Usando que os operadores
resolventes tem T\ e T, como inversas, podemos escrever:

R)\ — RM = R)\THR“ - R)\T)\R'u = R)\(TH — T’))R‘u = ()\ — ,U/)R)\R”
]

Outro resultado importante é uma versao do teorema do mapa espectral
para polinomios, que nos da uma forma geral para o espectro de polinomios
de operadores.

Teorema 1.2.6 (Teorema do mapa espectral para polinomios). Se X € um
espacgo de Banach complexo, T € B(X, X) e p(2) = ap2"+a,_ 12" 1 +...+aq
€ um polinomio,

o(p(T)) = p(a(T)),
onde p(o(T)) ={p(\) : A€ a(T)} e p(T) = a,T" + a1 T" ' + ... + ao.

Demonstra¢ao. Primeiro, note que p(T') € B(X, X) ja que é a combinagao
linear de operadores no formato 7% (para k < n) e como estes sao a com-
posicao de operadores lineares e limitados, sao também lineares e limitados.
Com isso temos pelo Teorema 1.2.4 que o(T) e o(p(T')) ndo vazios.

Agora, note que o caso n = 0 se resume a

o(p(T)) = o(aol) = {ao} = {p(A) : A € o(T)} = p(o(T)).

Para n > 1, chamaremos de S o operador p(T') e S, = p(T') — pud para pp € C
fixo. Como p(\) — p é um polinémio, pelo teorema fundamental da dlgebra,
podemos fatora-lo da seguinte forma:

PA) — = a,(A = A) (A= A1) (A= A1)
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onde \q, ..., \, s2o as suas raizes. Como X é complexo e os operadores T —
A;I estao bem definidos para 1 < j < n, podemos® considerar a expressao
anterior adaptada para o caso da composicao de operadores:

S, = p(T) — pI = an(T — MI)(T = Ay D) (T — MI).  (L5)

Se todos 0s Ay, ..., A, sdo valores regulares, cada operador (T'—\;I) é invertivel
com inversa limitada e definida para todo X (teorema 1.1.3) e consequente-
mente S, é invertivel com inversa continua e com dominio Dom(R,(S5)) = X
e portanto p € p(S). Temos entao que se p € o(p(T)), A\; € o(T) para algum
j€{1,..,n}. Como \; é uma raiz de p(A) —p, p(A\;) —p =0 = p(\;) =pn
e temos

peo@) = pepla(T)). (1.6)

Agora, consideremos p € p(o(T)). Entao existe A\g € o(T) tal que
p(Ao) = p. O que nos da duas possibilidades:

1. T — Mol nao tem inversa. Como p(Ag) = i, A\g € uma raiz de p(\) — u,
ou seja, podemos reescrever .S,, como

q(T)

Se p € p(p(T)), existiria S e, uma vez que todos os termos T' — \;1
para0<j<n-1,5,¢ S;l comutam entre si, teriamos

(T = XD)g(T)S, " = q(T)S; (T = Nol) =1

e com isso, que T — )Xy é invertivel, um absurdo. Entao neste caso
e o(p(T)).

2. T — Mol tem inversa. Com isso, Img(7T — A\gI) # X. Caso contrério
pelo teorema da aplicagao aberta, T'— Ao/ teria inversa continua, o que
contradiria a hipétese de que A\g € o(T"). Ja que S, é a composicao de
T—Xeq(T)em (1.7), Img(S,) # X. E, pelo teorema 1.1.3, se p fosse
um valor regular S, teria Img(S,) = X, temos entao que p € o(p(7T)).

2Uma vez que T e I comutam, a expansao para p(T) — Al segue as mesmas propriedades
distributivas que p(\) e portanto temos a Equagao (1.5).
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Em ambos os casos,

4 e p(o(T)) = pea(p(T)) (18)
Por fim, concluimos com (1.6) e (1.8) que o(p(T)) = p(a(T)). O

Como mencionamos anteriormente, o teorema seguinte é outro cuja de-
monstracao depende significativamente de artificios da andalise complexa.

1.3 Operadores compactos

Um fato bem conhecido da analise funcional diz que um espac¢o normado X
tem dimensao finita se, e somente se, a sua bola fechada unitaria centrada
na origem for compacta. Refletindo essa equivaléncia, os operadores compac-
tos representam uma forma de reter alguns aspectos de operadores lineares
definidos em espagos de dimensao finita mesmo quando definidos sobre um
espaco de dimensao infinita. Nesta secao estudaremos a teoria espectral dessa
classe de operadores.

Esta secao em particular se destaca por nao necessitar em sua maioria
da hipdétese de X ser um espago de Banach complexo. Refletindo isso, as
“propriedades espectrais” que exploraremos consistem por grande parte de
resultados gerais sobre operadores da forma T sem necessitar do plano com-
plexo ou da nocao do espectro.

1.3.1 Propriedades iniciais de operadores compactos

Definig¢ao 1.3.1 (Operador linear compacto). Se X e Y sdo espac¢os norma-
dos e T : X — Y um operador linear, dizemos que 17" é um operador linear
compacto se satisfaz a seguinte condicao:

Para qualquer conjunto A C X limitado, T'(A) é compacto em Y.

Observacao. Uma consequéncia imediata da definicao de operadores com-
pactos € que eles sao continuos. Para verificar isso basta notar que se
T :X — X € um operador linear compacto sobre um espaco normado X, a
bola unitdria fechada Bx(0,1) € limitada e portanto T'(Bx(0,1)) é um com-
pacto, também limitado. Como T(Bx(0,1))) estd contido em um conjunto
limitado, temos que T € um operador linear limitado. Adiante assumimos
esse fato tmplicitamente.
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Uma importante caracterizagao de operadores compactos vem do fato
que, em espacos normados, ¢ equivalente dizer que um conjunto ¢ compacto
e que toda sequéncia nele admite uma subsequéncia convergente no conjunto.
A seguir mostramos como esse fato se manifesta em operadores compactos.

Lema 1.3.1. Um operador linear T : X — Y, entre espacos normados
X e Y, é compacto se, e somente se, a imagem de qualquer sequéncia
(Tn)nen © X limitada, (T(x,))neny € Y admite uma subsequéncia conver-
gente.

Demonstracao. (=) Seja T' : X — Y um operador linear compacto. Se
(Zn)nen € uma sequéncia limitada, existe r > 0 tal que (x,,)pen € 7Bx. Como
rBx é um conjunto limitado, T'(rBy) é um conjunto compacto, e portanto,
sequencialmente compacto e (T'z,)neny € T(rBx) C T(rBx), entao (T, )nen
admite uma subsequéncia convergente em T'(rBx).

(<) SejaT : X — Y um operador linear com a propriedade de que a ima-
gem de sequéncias limitadas é uma sequéncia com subsequéncia convergente.
Tome um conjunto limitado qualquer A e suponha que W nao é compacto.
Neste caso existe uma sequéncia (7, )neny € T(A) que nao tem subsequéncia
convergente. Como esta sequéncia estd no fecho, podemos construir uma
sequéncia (y,)nen C T(A) tal que ||y, — 7,|| < 5= para todo n € N. Uma
vez que (Yn)nen € T(A), existe (z,)neny € A limitada, tal que Tz, = y,
para todo n € N. Por hipétese, existe uma subsequéncia (¥, )jen de (Yn)nen

convergindo a y € T'(A). Por fim, vemos que

1Y = Tl < Ny = Yoy |+ 19— T, |
e segue de imediato que y,, — y, um absurdo. ]

Outro fato importante na teoria dos operadores compactos é que para um
espago de Banach X, “o espaco de operadores lineares compactos By(X, X)
é um ideal fechado em B(X, X)”. Isto é, a composi¢ao entre um operador
linear compacto 7' : X — X e um operador linear limitado S : X — X forma
um operador linear compacto.

Informalmente, pensando em operadores compactos como operadores que
convertem sequéncias limitadas em sequéncias com subsequéncias convergen-
tes, e operadores limitados como operadores que preservam a limitacao e
convergéncia de sequéncias (e consequentemente subsequéncias), vemos que
a composicao de operadores limitados com operadores compactos nao deve
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afetar o comportamento que caracteriza a compacidade. Expressamos essa
ideia de forma precisa com o lema a seguir.

Proposicao 1.3.2. Sejam X um espaco normado, T : X — X um ope-
rador linear compacto e S : X — X um operador linear limitado, entao
ST: X - X eTS: X — X sao ambos operadores lineares compactos.

Demonstracao. Seja A C X um conjunto limitado arbitrario. Como T é
um operador linear limitado, T'(A) ainda é um conjunto limitado em X e
ST(A) = S(T(A)) ¢ um conjunto relativamente compacto. Ou seja, ST é
um operador compacto.

Agora, tome (x,),eny uma sequéncia limitada em X. J& que S é compacto,
(S7y)nen admite uma subsequéncia (S, )jen convergente em S((Zn)nen) e,
como T' ¢é limitado, (T'S(zy;))jen € convergente em T'S((zy,)jen). Ou seja,
TS é um operador compacto. O]

1.3.2 Propriedades espectrais de operadores compac-
tos

A equivaléncia entre a compacidade da bola unitaria fechada e a dimensao
do espaco que a contém, mencionada no inicio desta secao, é demonstrada
usualmente empregando o lema a seguir:

Teorema 1.3.3 (Lema de Riesz). Se X ¢ um espaco normado e Y um
subespago fechado préprio de X, para qualquer 6 € [0,1) existe x € Sy tal
que ||x — y|| > 0 para todo y € Y.

Veremos, através de um argumento similar a demonstracao do teorema
da bola unitéria, uma consequéncia importante de um operador ter imagem
relativamente compacta.

Teorema 1.3.4. Se X ¢é um espaco normado e T : X — X um operador
linear compacto, o conjunto o,(T) de autovalores de T é no mdzximo enu-
merdvel (podendo ser finito ou vazio). E o dnico ponto de acumulagao deste
de 0,(T) é A= 0.

Demonstracao. Suponha que, para algum k£ > 0, existam infinitos auto-
valores distintos A1, Ag, ... tais que |A\,| > k para todo n € N. Neste caso,
podemos tomar uma sequéncia x1, T, ... de autovetores associados a cada um
destes autovalores. Como estes sdo linearmente independentes (Proposigao
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1.1.1), podemos definir subespagos My = {0} e M,, = span{x, xs, ..., T, } que
formam uma sequéncia

MyC M, CMyC..CM,C..

onde cada x € M, tem uma representacao unica r = a3+ ...+ a,x,. Como
cada subespago M,,_1 é um subespaco préprio de M, e fechado (pois tem
dimensao finita), para qualquer n € N, pelo Lema de Riesz podemos definir
uma sequéncia (u,)nen de vetores u, € M, onde ||lu,|| =1 e |lu, —z| > 1
para todo x € M,,_1. Agora, veja que, dados n,m € N, com m < n:

Tuy, — Tum = Aun + (T — M) (un) — Ty,

=M\, + (T = \) <Z%$z> — Tu,,

J/

-~

eMnfl

Definindo w = —(Zﬂ__.l a;( N — A\p)ay — Tup) /Ny € M, temos que:

1=1

Al o

“Tun - TumH = [[ At — Aqw|| = [An |||un _wH > 9 2

Portanto, (u,)nen é uma sequéncia na esfera unitaria (limitada) cuja imagem
por T' nao admite subsequéncia convergente. Um absurdo, ja que 7' é um
operador compacto.

Por fim, como k > 0 é arbitrario temos que o tinico ponto de acumulagao
possivel de 0,(T") é A = 0 e escrevendo

o0

o(T) € {0} U | J {)\ € o (T): N > %}

n=1

vemos que 0,(7T"), como a unido enumeravel de conjuntos finitos, é enu-
meravel. O

O primeiro resultado que veremos que diretamente relaciona um operador
compacto com espacos de dimensao finita, como antecipado no comeco desta
secao, é o seguinte.
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Teorema 1.3.5. Sejam X um espaco normado e T : X — X um operador
linear compacto. Entao se A # 0 é um autovalor de T', o autoespago ker(T))
associado a A tem dimensao finita.

Demonstragdo. Seja A # 0 um autovalor de T e Byerry) := Bx(0,ker(T}))
a bola unitaria fechada do autoespago associado a A. Tomamos entao uma
sequéncia (,)pen em Bier(ry) qualquer.

Como (2 )nen € limitada, (1'%, )neny = (AZp)nen € AByer(ry) ¢ Uma sequéncia
com subsequéncia (Azy, )ren convergente. Como A # 0, existem & € ABier(1y)
e %a: € DByer(ty) tais que

1
Alp, =T = Tpn, —> 3T

Assim, temos que toda sequéncia (x,,),en na bola unitaria fechada de ker (7))
admite uma subsequéncia convergente. Ou seja, Byer(r,) ¢ compacta e por-
tanto ker(7)) é um espago de dimensao finita. O

Corolario 1.3.6. Se X € um espaco normado, T um operador linear com-
pacto e X # 0 um autovalor de T, entao todo autoespaco generalizado de A
tem dimensao finita. Isto €,

dim(ker((7))")) < +o0, Vn € N.

Demonstra¢ao. Tome n € N e A # 0 arbitrarios. Como a composi¢ao de
operadores satisfaz a propriedade distributiva e os operadores —AI e T co-
mutam entre si, podemos usar o teorema binomial para expandir o operador
T} := (T))" (adotaremos essa notacao adiante) da seguinte forma:

T0 = (T — A" = zn: (Z) (=A)nkT

k=0
=(=\)"I+ TZ (Z) (_)\)n—ka—1 .
\kz:l 7

5

Ou seja, podemos pensar em 77 = W —pul onde W =TS e uy = —(—A\)" # 0.
Como T é um operador compacto e S é limitado (é uma combinacao linear
de operadores T* limitados), W = T'S é um operador compacto (Proposicao
1.3.2). Assim, pelo Teorema 1.3.5,

dim(ker(7Y)) = dim(ker(W — pul)) < +o0.
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Avancamos agora para a segunda etapa da nossa analise de operadores
compactos “perturbados”. Dando continuidade a analogia entre operado-
res compactos e operadores entre espagos de dimensao finita, investigaremos
agora como algumas propriedades de operadores T, com T' compacto e A # 0,
remetem ao teorema do nicleo e da imagem, que diz que, para operadores
lineares T': X — Y entre espacos de dimensao finita vale:

dim(7T'(X)) + dim(ker(7)) = dim(X).

A maior divergéncia entre o que estudaremos a seguir e este teorema é que, em
vez de uma avaliagao numérica da dimensao dos espagos, estudaremos como
ker(T)) e T\ (e suas poténcias ker(T}) e T3 (X)) se dispoe como subespagos
de X.

E um fato bem conhecido que o niicleo ker(T7) de um operador limitado
Ty é fechado. O nosso primeiro passo para comegar a estudar os subespacos
ker(T)) e T) é verificar que as imagens de T\ e T}, para n > 0, também sao
subespacos fechados, para T" um operador linear compacto e A # 0.

Lema 1.3.7. Se X ¢ um espaco normado eT : X — X € um operador linear
compacto, entao para todo A # 0 a imagem de Ty € fechada.

Demonstragao. Assuma que Ty(X) nao é fechada e tome y € T (X)\ T (X).
Entao, existe uma sequéncia (Thz,)nen € Th(X) tal que Thz, — y. Como
y # 0, ja que 0 € T)(X), podemos assumir também que x, > ||y||/2 para
todo n € N (como (T\z,)nen converge para y, a partir de certo ponto ng
existe uma subsequéncia (T2, )n>n, que s6 tem valores maiores que [|y||/2).
Com isso,

d(x,, ker(T))) = Zegg(fn) |zn — 2|| > 0, Vn € N.

Podemos entao tomar (z,,)neny C ker(T)) tal que ||z, —z,|| < 2d(z,, ker(T)))
para todo n € N. Mostraremos a seguir que podemos assumir que

|xn — zn|| — 0. (1.9)

Suponha que (1.9) ndo ocorre, entao existe uma subsequéncia de (x,, — 2, )nen
limitada®, como T é compacto, a imagem dessa subsequéncia admite uma

3Supomos isso para provar que (T, — zn)nen € ilimitada. Neste caso, haverd uma
subsequéncia (2n; — 2,,)jen que garante ||z,; — z,,|| — oo. Para simplificar a notagao,
assumimos que a sequéncia original (z,),en jd foi escolhida para garantir isso.
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subsequéncia (T'(x,, — zn,))ren convergente. Note entdo que, podemos usar
a linearidade de T e T para reescrever (&, — 2z, )neny em termos de T' e T):

Ty — 2n = —(T(xy — 2,) — Tn(xp — 2,)), VYneN.

Simplificando Thz, = 0 temos que a subsequéncia (z,, — 2, )ken pode ser
escrita como a combinacao linear de duas sequéncias convergentes:

1
— Znp — X(T(‘rnk - an) - T)\xnk)'

E portanto (x,, — zn, )ken converge para algum u € X. Como T) é continua,

T3xn, = To(xn, — 2n,,) = Thu € T(X).

T,

Como Thz,, converge para y, y = Thu € T(X), um absurdo. Ou seja, pode-
mos assumir que (1.9) vale.

Agora, movemos a sequéncia (x, — 2z,)neny para a esfera unitdria cons-
truindo uma nova sequéncia w, = ———(z, — z,), para todo n € N. Tere-

2 =2l

mos entao que ela é uma sequéncia tal que

T,\wn = T)ﬂjn — 0. (1.10)

|20 — 2]
Usando novamente Ty e T para reescrever (wy,)pen t€mos:
1

w, = X(Tw" —Thx,), VYneN.

Como T é compacto e (wy)ney € Sx = {x € X : |lz|| = 1} é limitada,
admite uma subsequéncia (T'wy, );jen convergente. Uma vez que (wy,;)jen € a
combinacao linear de sequéncias convergentes, é convergente. Ou seja, existe
w € X tal que w, - w. Como T} é continua, Thw, — Thw = 0 (por (1.10))
e w € ker(T)). Portanto, para todo n € N:

d(wn, ker(13)) < |lon = (20 + [J2n = 2nflw)]]

= [|zn — 2|l [|wn — w|
< 2d(xy,, ker(Ty))||wn, — w||.

Ou seja,

1
§<||wn—w||7 Vn eN
mas (w,)neny tem uma subsequéncia convergente. Um absurdo. Ou seja,

T\(X)\ Ta(X) = 0 e T tem imagem fechada em X. O




1.3. OPERADORES COMPACTOS 21

Corolario 1.3.8. Se X € um espaco normado, T : X — X € um operador
linear compacto, A # 0 en € N, a imagem de T} € fechada.

Demonstracdo. Seguindo os mesmos passos da demonstracgao do Corolério
1.3.6, podemos representar 7} como 1\ = W — ul onde pn # 0 e W é
compacto. Entao segue do Lema 1.3.7 que isto é verdade. [

Veja que para Ty = I, temos ker(7Y) = {0} e consequentemente ker(7Y) C
ker(Ty). Supondo que ker(75~') C ker(T¥) podemos estender essa relagio
adiante usando que Ty (z) = Th(T¥(x)):

T3 (ker (1Y) = Ta(TX (kex(T3))) = Ta({0}) € ker(Z3™).
Ou seja, ker(TF) C ker(Ty™). Pelo Principio da Indugdo Finita temos entdo
{0} = ker(TY) C ker(Ty) C ker(T%) C ... C ker(T}) C ... (1.11)

Similarmente, note que TY(X) = I(X) = X e T(X) € X. Supondo
TFH(X) C TF1(X), basta ver que T*™! = T(T*(X)) e teremos

TMY(X) = T(T*(X)) € T(T*1(X)) = T*(X).
Pelo Principio da Inducao Finita verificamos que
X=TX)DT(X)DT*X)D..2T"(X)D .. (1.12)

Como veremos a seguir, podemos nos aprofundar ainda mais no estudo
da relagao entre os nucleos e as imagens de T para diferentes valores de n.

Proposicao 1.3.9. Seja X um espago normado, T : X — X um operador
linear compacto e X # 0. Entdo existe p > 0 tal que

{0} =ker(TY) € ... € ker(T?) = ker(TP*) = ... (1.13)

Demonstragdo. Suponha que nao existe p > 0 tal que ker(7}) = ker(Tf\’H).
Entao
{0} = ker(TY) € ker(Ty) € ... € ker(T}) € ...

Como o niicleo de um operador linear limitado é fechado, cada ker(T¥) é um
subespago proprio fechado de ker(Tf“), para todo k inteiro positivo. Pelo
Lema de Riesz, podemos tomar uma sequéncia (,),en onde x,, € ker(7T}),
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|zn|| = 1e ||z, —y|| > % para todo y € ker(T{~"). Como essa sequéncia é li-
mitada e 7' um operador compacto, (T'z,),en deve admitir uma subsequéncia
convergente. Porém, veja que para quaisquer naturais n < m,

| Txm — Tay,|| = | Tazm + Aty — Thx, — A"
= M||zm — (A" o2p + 2 + X 02|
Como T () = Ty Y(Thzm) = 0, Thr,, € ker(Ty"'). Analogamente

Thv, € ker(Ty 1) € ker(T{" 1) e, por construgao, x,, € ker(T%) C ker(Ty" ).
Assim, (=A"h\x,, + 2, + A \x,) € ker(T{" ). Dal,

A
T2y, — Tx,|| > %

Entao (Tx,)neny nao pode ter subsequéncia convergente. Um absurdo. Ou
seja, deve existir p tal que ker(T¥) = ker(T?*).

Sem perda de generalidade assumimos que p é o menor inteiro nao ne-
gativo que satisfaz essa relacao, seja k& > 1 um natural qualquer e tome
z € ker(TP*"). Entao,

TP = TV (Tz) = 0 = Tfx € ker(TP) = ker(TP™).
Ou seja, TPH+1y = TP (THz) = 0 e o € ker(TP™*). Portanto,

ker(TPHHH) C ker(TPHF) L4 ker(TPHFH) = ker(TPF).

Pelo Principio da Inducao Finita, temos que
{0} = ker(TY) € ... € ker(T?) = ker(TP*") = ...
O

Proposicao 1.3.10. Seja X um espaco normado, T : X — X um operador
linear compacto e X # 0. Entao existe ¢ > 0 tal que

X=TY(X)2..2THX)=T""(X)=.. (1.14)

Demonstragio. Suponha que nio existe ¢ > 0 tal que TY(X) = TV (X).
Entao
X = TYX) 2 Ty(X) 2 THX) 2 . 2 TH(X) 2 ..

=
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Como esta é uma sequéncia de subespagos préprios e fechados (Corolario
1.3.8), pelo Lema de Riesz podemos construir uma sequéncia (z,),ey onde
Zn € TM(X), |zall =1 € ||lz, —yl| > 3 para todo y € T{+(X). Dai, para
quaisquer naturais n < m,

|\ Tz, — Tl = || Az + Tazy, — ATy — oy ||
= M||lzn — (X2 + 2 + A 2|

Além disso, sabemos que Thr, € Ty (X), z, € T{(X) C TyH(X) e
Tty € T™TH(X) C TP(X). Entao (—A ' Thxp+2m+ A Thxy,) € TH(X)
e temos pela construcao da sequéncia que

Al

Tz, — Ta,,| > 2
Tz = Tomll 2 2

Como o operador é compacto e (x,)nen € uma sequéncia limitada, (7', )nen
deve admitir uma subsequéncia convergente. Um absurdo. Ou seja, existe ¢
tal que TY(X) = T (X).

Sem perda de generalidade, suponha que ¢ é o menor inteiro nao nega-
tivo que satisfaz essa relagao. Entdo temos X = TY(X) 2 ... 2 TY(X). Seja
agora, k > 1 qualquer, entao

THH(X) = THT(X)) = TRT{H(X)) = TEHH(X).
Pelo Principio da Inducao Finita concluimos que
X=TY(X)2..2THX)=T{""(X) = ...
O

Temos entdo que a partir de certo ponto ¢ > 0 a imagem de 7Y se torna
um subespagco invariante a Ty (isto é, um subespaco A do dominio de um
operador linear 7' onde T(A) C A). Similarmente, existe uma poténcia
p > 0 a partir do qual qualquer quantidade de composicoes adicionais de T’
a TY nao afeta o seu nicleo. O teorema seguinte surge como uma forma de
consolidar e relacionar ambos esses fatos.

Teorema 1.3.11. Seja X um espaco normado, T : X — X um operador
linear compacto e X # 0. Entao existe r > 0 tal que
{0} = ker(TY) € ... € ker(TY) = ker(T{ ™) = ...
X=TYX)2 ..2Ty(X)=T{"(X) = ...
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Isto €, para um mesmo operador T : X — X p = q nas Expressoes (1.13) e

(1.14).

Demonstracao. Pelas Proposicoes 1.3.9 e 1.3.10 temos que existem p,q > 0
e nos resta provar que p = ¢. Primeiro mostraremos que p < ¢, isto é, que
ker(T¢™) = ker(TY). Para isso, basta mostrar que ker(TY*") C ker(TY). Isto
é, que Ty (2) = Ta(TH(x)) =0 = T{(z) = 0. Equivalentemente, que

Ty(z)=0 = z =0, Ve e TY(X).

Suponha que existe 21 € Ty(X) tal que T\(z;) = 0 mas z; # 0. Como,
r) € TYHX) = TITH(X), existe x5 € TY(X) tal que Thzs = 21 # 0, ou seja,
x9 # 0. Prosseguindo recursivamente conseguimos 1, xa, ..., Zp, Tp41 tais que
x1 = Thxy = Tixs = ... = Txps1 # 0 mas

T)\(Ij) = Tfl‘g = T)?[L‘g = ... = T§\7+113p+1 = 0.

Ou seja, 7,11 € ker(TP™) mas 2,4, ¢ ker(T7), um absurdo.

Agora nos resta mostrar que p > ¢q. Para isso, veja que se ¢ = 0, entao
p > ¢ automaticamente. Se ¢ > 1, mostraremos que ker(T¢ ") C ker(TY).
Da Proposicao 1.3.10, temos que

TH(X) 2 THX) = TIH(X).

Entao podemos tomar y € T¢ ™ (X)\T{(X) e existe 2 € X tal que T{ 'z =y
e Ty € THX) = TIT(X). Ou seja, existe z € X tal que T¢ 'z = Thy.
Como y ¢ TY(X), y #T{(z) e

T o —The) =y —Ti2 #0 — o —Thz ¢ ker(TIY)

mas TY(x — Thz) = Ty — Ty 'y = 0 e o — Tz € ker(TY). Assim, temos que
ker(T¢™") € ker(TY) e p > ¢. Como ja provamos que g > p, concluimos que
pb=4q. ]

A conexao entre o que fizemos até agora e o teorema do nicleo e da
imagem que nos serviu de motivagao, fica clara com o teorema seguinte.
Para enunciar esse resultado, lembramos uma notacao que utilizaremos mais
adiante: Dado um espaco normado X e Y, Z subespacos fechados seus, es-
crevemos X =Y @ Z se dado qualquer x € X, existe um tinico y € Y e um
unico z € Z tais que r =y + 2.
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Teorema 1.3.12. Seja X um espaco normado, T : X — X um operador
linear compacto, A # 0 e r como no teorema 1.3.11. Entao podemos escrever
X como

X = ker(T7) & T (X).

Demonstragao. Tome r como no Teorema 1.3.11. Temos que ker(77) e 75 (X)
sao subespagos fechados e ker(75) N T (X) = {0}, nos resta apenas mostrar
que todo x € X admite uma representacao tnica

r=y—+z

onde y € ker(7}) e z € T{(X). Para isso, tome z € X fixo, queremos
zp € Ty (X) tal que

T5(x—20) =The — Tz =0 <= Thz =T, 2.

Como T5(X) =T (X), Tix € T (X) e existe zg € X tal que Tz = Th.
Tomando zy = Tz € T (X) temos que x — zg € ker(7}). Nos resta entao
mostrar que (x — zg, 29) é 0 Unico par (y, z) que satisfaz a igualdade = = y+z2:

Suponha que existe outro vetor z; em 75 (X) tal que x — z; € ker(7Y)
(isto é, que satisfaz x = y + 2). Entao T§(z0 — z1) = 0 e 29 — 21 € ker(7TY).
Mas como T7(X), é um espagco vetorial,

20— 21 Eker(T5)NTH(X)={0} = 20—21=0 = zy = 2.
Segue entao que = (z —zp) + 2 é a Unica representacao para x em x = y+ 2.

Como z € X foi arbitrario, concluimos a demonstracao. O

Partindo do estudo de perturbagoes A # 0 arbitrarias para a anélise de
valores espectrais, ilustramos mais uma semelhanca entre os espectros de
operadores compactos e operadores entre espacos de dimensao finita com o
teorema a seguir:

Teorema 1.3.13. Seja X um espaco de Banach e T : X — X um operador
linear compacto. Entao todo valor espectral X # 0 € um autovalor de T

Demonstragao. Suponha o contrario, que A € (1) \ (0,(T) U{0}). Ou seja,
A # 0 é tal que ker(T)) = {0}. Entao

{0} = ker(TY) = ker(T)).
Pelo Teorema 1.3.11, temos que r = 0. Ou seja, Th(X) = X. Entéo T) é

uma bijecao linear limitada e, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, T\ tem
inversa continua. Mas neste caso temos que A € p(7'). Um absurdo. ]
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Observacgao. Apesar de o teorema anterior assumir X como um espaco de
Banach, essa hipdtese nao é necessdria (c.f. [5] pg.449).



Capitulo 2

Operadores limitados
auto-adjuntos

2.1 Propriedades basicas

2.1.1 Propriedades espectrais de operadores auto-adjuntos

Voltamos nossa atencao agora a uma nova classe de operadores cujas propri-

edades espectrais sao de nosso interesse: Os operadores auto-adjuntos. Para

fazer sentido falar destes, precisamos admitir uma nocao adicional de estru-

tura aos nossos espacos, em particular, precisamos de um produto interno.

Assim, passamos do estudo de espacos de Banach para espagos de Hilbert.
Primeiro, revisamos algumas nogoes bésicas:

Defini¢ao 2.1.1. Sejam (Hi,(-,-)1) e (Ha,(-,-)2) espagos de Hilbert, e
T : Hi — H, um operador linear limitado. Entao definimos o operador linear
T* : Hy — H; tal que

<T$, y>2 = <{L‘, T*y>1

Chamamos T™ de Hilbert-adjunto de T' ou simplesmente de adjunto de T.

Observacao. Chamaremos T*, como descrito acima, simplesmente de “ad-
gunto de T quando no contexto de um espago de Hilbert. Caso queiramos
nos referir aos operadores adjuntos no sentido de Banach, explicitaremos esse
fato. No contexto mais geral de espagos de Banach, onde a existéncia de um
produto interno nao foi explicitada, a nocao de adjunto que assumimos €,
naturalmente, a definicao geral para espagos de Banach.

27
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Segue facilmente da definicao que T é um operador linear e limitado e,
em particular, ||| = ||T%]|. A existéncia do operador adjunto 7* para um
operador linear limitado 7" : Hy — H, arbitrario é nao trivial, tal fato pode
ser provado através de uma variante do teorema da representacao de Riesz

(c.f. [5] pg.196).

Teorema 2.1.1 (Representacdo de Riesz [5]). Seja H um espaco de Hilbert
e p € H* qualquer, entdo existe um iunico vetor f, € H tal que

o(x) =(z, f,), VreH. (2.1)

Enquanto a demonstragao em si foge do escopo do nosso trabalho, ela
sugere uma certa intuicao geométrica interessante acerca da definicao do
operador adjunto: Podemos pensar em um operador linear e limitado 7" como
definindo G : H; x Hy — K usando (-, )5 de forma que G(z,y) = (T'z,y)s.
Neste caso G sera uma forma sesquilinear, isto é, uma funcao linear na
primeira coordenada e conjugado-linear na segunda.

Com isso em mente 7 : Hy — H;, o operador adjunto de 7', é o operador
que define a forma sesquilinear G : H; x Hy — K usando (-, )1 de forma que
G(z,y) = (x,T*y)1 = G(z,y). Informalmente, T* estd “protagonizando o
comportamento da coordenada conjugado-linear do produto interno”.

Dito isso, é provavelmente mais natural pensar em 7™ como o operador
que nos permite “passar T para o outro lado” em um produto interno da
forma (Tx,y), respeitando a Equagao (2.1).

Outra coisa que precisamos discutir antes de seguir, é o conceito da orto-
gonalidade, em particular, uma notagao caracteristica de espagos de Hilbert
H: Se A é um subconjunto de X escrevemos A para simbolizar o conjunto
de vetores ortogonais a todos os vetores em A. Isto é,

At :={r € H: (x,a) =0, Ya € A}.

Uma discussao da utilidade desta notagao e da ortogonalidade em espacgos
de Hilbert nao seria completa sem uma mencao do seguinte teorema.

Teorema 2.1.2 (Teorema da Projegao Ortogonal [5]). Sejam H um espago
de Hilbert e A um subespaco fechado de H. Entdo

H=A® At
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A conexao entre os conjuntos de vetores ortogonais e espagos fechados
¢ importante na manipulacao de conjuntos da forma A+ e pode ser vista,
pelo teorema anterior. Para facilitar o nosso trabalho, provamos um lema
adicional antes de chegarmos a teoria espectral em si.

Lema 2.1.3. Seja H um espaco de Hilbert e A C H um subespaco qualquer.
Entao
A= (ANt = A

Demonstragio. Se x € AL, entdao (a,z) = 0 para todo a € A. Ou seja,
A C At Se ag € H e é tal que lim,, o a,, = ap para (a,)nen C A, entio
(ag,x) = (lim a,,z) = lim (a,,z) =0, Vr e AL,
n—oo n—oo

Com isso, temos A C A+t Agora, como uma consequéncia do Teorema da
Projecao Ortogonal, j& que A é fechado, (A)*+ = A. Por fim, basta ver que

como A C A, entdo A+ D A e ALL C (A=A O

Agora, definimos a classe de operadores que protagonizara o restante das
nossas discussoes:

Definicao 2.1.2 (Operador auto-adjunto). Chamamos um operador linear e
limitado T": H — H de auto-adjunto se ele coincide com o seu adjunto, isto
¢,

T=T".
Observacao. Definimos o adjunto de um operadorT : Hy — Hs, entre espacos
de Hilbert, especificamente para operadores T lineares e limitados. Durante
esse capitulo mos restringiremos a esse caso, mas futuramente voltaremos
nossa atencao a como esse conceito pode ser estendido para operadores ili-
mitados e trataremos de um caso mais geral.

No remanescente desta subsecao estudaremos principalmente como o es-
pectro se dispoe em C como um conjunto e um pouco de como operadores T’
se comportam quando 7" é um operador limitado e auto-adjunto. O primeiro
resultado que veremos, apesar de basico, é particularmente representativo de
ambos esses aspectos.

Proposicao 2.1.4. Se H é um espaco de Hilbert complexo e T': H — H
¢ um operador linear limitado e auto-adjunto, entio o,(T) C R. E, se
v1, vy € H sao autovetores associados a autovalores distintos, (vy,vq) = 0.
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Demonstragao. Seja A € 0,(T), entao existe v € H ndo-nulo tal que T'r = A\x.
Como T é auto-adjunto,

(Ar,z)y = (Tx,x) = (z,Tx) = (x, \z).
Como (x,x) >0,
Mz, z) = Mz, 2) = X=X = A€R,

Agora, sejam vy e vy vetores tais que Tvy = Ajvy e Tvg = Avg, para Ay # Ag.
Sem perda de generalidade podemos assumir que A\; # 0 e teremos:

A
<U17U2> = )\—1<T111,U2> = )\—1<U1,TU2> = )\_j<U17U2>~

Como A\ # Ay = A, /A\:f # 1, ou seja, (v1,v2) = 0.
O

Com isso, temos que os autoespacos de autovalores de um operador T'
limitado e auto-adjunto, quando existem, sdo ortogonais entre si (quaisquer
dois vetores de um auto-espagos diferentes sado ortogonais) e que o operador
T apenas os expande ou contrai (os escala por um valor A real).

No caso do teorema anterior podemos dizer que ker(T),) C (ker(Ty,))*
ou simplesmente escrever ker(7),) L ker(7),).

Para o préximo resultado, usaremos também a seguinte notacao:

Definicao 2.1.3. Sejam X e Y espacgos de BanacheT : X — Y um operador
linear. Dizemos que T' ¢é limitado inferiormente se existe m > 0 tal que

|Ta]l = mljel,  VaeX.

Teorema 2.1.5. Se H é um espago de Hilbert complexo e T : H — H € um
operador linear limitado e auto-adjunto,

A€ p(T) <= T\ é limitado inferiormente.

Demonstra¢ao. (=) Se T': H — H é um operador linear limitado e auto-
adjuntoe X € p(T), T\ : H — H élimitado e admite uma inversa Ry : H — H
limitada. Ou seja, T\ é um isomorfismo de H em H e temos que existe
m, M > 0 tais que

mljzl] < [Tl < Mz].



2.1. PROPRIEDADES BASICAS 31

Ou seja, Ty ¢é limitado inferiormente.

(<) Agora, suponha que T': H — H é um operador auto-adjunto, A € C
e que existe m > 0 tal que m||z| < [|[Thz||

E claro que T) é injetora, ja que

Ie=0 = 0<mlz| <0 = z=0.

Tome agora xy € H tal que (xg,Thz) = 0 para todo x € H. Como T) é
auto-adjunto, para todo z € H:

0 = (v, Tx — A&} = (x0, Tx) — {10, \T) = (T'T00, T) — (A0, T)

e entdo (Txxo,x) = 0 para todo x € H. Ou seja, Thxg =0 = ¢ = 0.
Daf temos que T\(H)* = {0} e consequentemente T\(H) = Ty(H)**+ = H
(Teorema 2.1.2 e Lema 2.1.3) e Ty(H) é denso em H.

Por fim, basta ver que ja que T) é injetora, R, = T/\’1 existe e como T}, ¢é
limitado inferiormente,

m||Ryz|| < ||[Ta(Ryx)||, Vx e H = ||Ryx| < %Hx”, Ve e H.
Ou seja, R existe e é um operador limitado com dominio denso, segue que
ANt o,(T)Uo, (T)Uo(T) = X e p(T).
O

Com essa caracterizacao do conjunto resolvente de operadores limitados e
auto-adjuntos, voltamos nossa atencao agora para estudar como podemos res-
tringir o espectro de T'. A primeira coisa que verificaremos é que a afirmagao
da Proposicao 2.1.4 sobre o espectro pontual de 1" pode ser generalizada para
o espectro inteiro.

Teorema 2.1.6. Se H é um espacgo de Hilbert complexo e T : H — H é um
operador linear auto-adjunto, seu espectro o(T') consiste apenas de valores
reais.

Demonstracao. Com T auto-adjunto e A = a 4 tb € C temos que

(Thw,x) = (Tr,x) — Nz, x)
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(Ihe,z) = (x,Tz) + (x, —Ax) = (Tx,x) — Nz, ).

Assim, considerando Im(a + ib) := b para qualquer a + ib € C,
2%Im((Thz, z)) = (Tha, z) — (Thx, x) = (X — A\)(z, z) = —2ib||z||.
Dai, como |[Im((Tyz, z))| < |{Taz, z)| < ||Thz|||z], temos
2|Ta|llz]| = 2m((The, 2))| > 20b||=[]* = [|Tha]| > [of||].

Por fim, se b # 0, temos que T, é limitada inferiormente e, pelo Teorema 2.1.5,
A € p(T). Ou seja, o(T) CR. O

A caracterizagao de um operador como auto-adjunto nos permite inferir
ainda mais sobre o seu espectro. Em particular, conseguimos uma limitagao
ainda mais precisa que o raio espectral. Primeiro, veja que, com T auto-
adjunto,

(Tz,z) = (x,Tz) = (Tx,z) = (Tz,z) € R.

Como vimos, quando trabalhando com operadores limitados auto-adjuntos,
¢ muito util considerar manipulagdes da expressdao (Tz,z). Além de ser o
cenario ideal para usar o fato de T' ser auto-adjunto, em espacos de Hilbert
complexos, essa contas trazem implicacoes diretas para o operador 1" como
é o exemplificado a seguir:

Teorema 2.1.7. Se H # {0} € um espacgo de Hilbert complexo e T : H — H
¢ um operador linear limitado e auto-adjunto, entio o(T) C [m, M| onde

m = inf (Tx,z) e M = sup (Tz,z).

llzll=1 lz||=1

Demonstragao. Com T auto-adjunto e H # {0}, m estd bem definido. Para
verificar o mesmo para M basta ver que (Tz,z) < ||T||||x]|?, pela desigual-
dade de Cauchy-Schwarz. Além disso,

€T s
(T, 2) = <TW m> lall? < M.

Note que esta sé é possivel pois (T'z, x) € R para todo z € H, assim podemos
considerar o supremo desses valores. Agora, tome A = M +conde ¢ > 0. Pela
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desigualdade de Cauchy-Schwarz e pelo fato que AI também é auto-adjunto,
temos

[Tz|[|[xf| = (=The,z) = Mz, z) = (Tz, x)
> (A= M)|z]|* = || Tz > cll=|]

Novamente, com ¢ > 0 temos que A = M + ¢ € p(T). Analogamente, tome
A =m — c. Podemos verificar que

(o) = (T g g el el

ITzllllz]) = (T2, 2) — Ma,z) > (m = N)|z]|* = c]|z]*

Ou seja, para ¢ > 0 temos que A € p(7T"). Com isso concluimos que, de fato,

o(T) C [m, M]. O

Até entao este tem sido o maior avanco que conseguimos sobre o espec-
tro de um classe inteira de operadores, neste caso os operadores limitados
e auto-adjuntos. Nao apenas confinamos o(7) a reta real mas a um inter-
valo limitado. No entanto, ainda podemos alcangar conclusoes mais fortes,
seguimos em direcao a estas.

Lema 2.1.8. Se H # {0} € um espago de Hilbert e T : H — H um operador
linear limitado e auto-adjunto,

17| = max{|m|, M} = sup [Tz, ).

lz]|=1
Para m e M as constantes definidas no Teorema 2.1.7.

Demonstragao. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

sup (T, z)| < sup [[Teflz)f = Tl sup Jlz]f = 7.

flzf|=1 flzf|=1 llzll=

Nos resta entao mostrar que ||T°|| > SUD) /=1 |(Tx,z)|. Se ker(T) = H, entao
|T][=0= SUp||z||=1 (T, z)].

Agora, com ker(T') # H, veja que para todo z ¢ ker(T), Jy =
tal que

el

Tx
|T||
[Tz|” 1
[Tzl [T

|Tz| = (Tx,Tx) = (Tz,y).
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Como (T'z,y) € R e T é auto-adjunto, (T'z,y) = (z,Ty) = (T'y,z). Com
isso:

(Tz,y) + (Ty,x) + (Tx,y) + (Ty,x)

ITz|| = (Tz,y) = 1
_ (Tx,y) + ((Tx,z) — (Tx,x)) + (Ty,z) + (Tx,y) + (T'y, x)
_ Tz, +y) + Ty, x) — <Tx,4x —y) + (Ty, z)
_ (Tz,z+y) + Ty, z) 44— (Ty,y) = (Ty,y)) = (Tw, 2 —y) + (Ty, x)
Tz z4+y)+ Ty, z+y) - (Tx,i:—y) + (Ty,x —y)
_T(+y)z+y — <T(9€—4y),w—y>‘

Da: '

[Tz = i (Il + ylI*(Tv, ) + |z — y[*{Tw,w)) . para o] = [lw]| =1

S T
< UP)z||=1 (T, )|
- 4

Sup| =1 |(L'z,x
_ 5=t W00 )2 o) < sup (T, ).

(lz + ylI* + l|l= — yI1?)

4 lel=1
Por fim, como a escolha de ||z|| = 1 foi arbitraria, temos que
IT]| < sup |(Tx,x)| e consequentemente ||T|| = sup [(Tx,z)]|.
[[=[|=1 [[=[|=1

O

Com este lema, a seguir confirmamos que [m, M| é o menor intervalo real
contendo o (7).

Teorema 2.1.9. Sejam H # {0} um espago de Hilbert complexo, T : H — H
um operador linear limitado e auto-adjunto e m e M as constantes definidas
no Teorema 2.1.7. Entao m e M sao valores espectrais.

Demonstragao. Primeiro, veja que pelo Teorema 1.2.6 com p(\) = A + ||T],
Aea(T) < p(\) €pla(T))
= p(A) € o(p(T))
= A+ [T €a(T+|T|1).
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Pelo Teorema 2.1.7, definindo m = inf), =1 (T, x) € M = sup,—(Tx, z),
temos:

a(p(T)) € [m + [T}, M +|[T].

Em particular, tomando S = p(7T') vemos que

mg = inf (Sz,x) = inf (Tz,z) + (|T||z,z) = m+ ||T

Jali=1 Jali=1
Mg = sup (Sz,z) = sup (Tz,z) + (|T||z,z) = M +[|T].
Jall=1 Jall=1

Assim, basta provar que Mg € o(S5) e teremos que M € (7). A vantagem
dessa abordagem ¢ que temos que 0 < mg < Mg e portanto ||S|| = M. Com
isso, podemos tomar (x,)neny com ||x,|| =1 e Mg — (Sxy,, x,,) = 0, > 0 para
todo n € N com 9,, — 0. Dali,
(S — MgI)x,|* = (S, — Mgz, Sz, — Msz,)
= ||an||2 — 2Ms(Szn, xy) + MﬁHl’nHQ
< ||S|*? —2Mg(Mg — 6,) + M2 = 2Ms5,,.
——
M3

Assim, lim,, o ||(S — MgI)z,|| = 0 e ndo pode existir ¢ > 0 tal que

1S = MsD)an| = cllzal| = ¢, VneN.

Pelo Teorema 2.1.5, Mg € o(S) e portanto M € o(T).
A demonstragao remanescente é andloga: Definindo @ = T — ||T'|| pode-
mos verificar que

mo = inf (Qu,x) = inf (Tw,2) — {|[T|lz,2) = m — T

[l]|=1 [l
Mg = ”81”11) (Qz,z) = ”81”1p (T, z) = (IT||lz,x) = M — || T
z||=1 z||=1

E temos que mg < Mg <0 e ||T|| = |mg|. Tomando (z,)nen com |z,| =1
e (Qzy, xn) —mg = 0, > 0 para todo n € N com 4,, — 0 verificamos que

(Q — m@I)aa|® = (Qun — mqwn, Qry — mQLy)
= Q. — 2mq(Qun, ) +m|lal*)
< 2 2mo(mo + 6,) + m2 = 2lmo|d,.
Q] Q(mq + d,) + mg = 2[mg|

Imql?
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Assim, lim,,_, [[(Q —mgl)z,| = 0 e @ ndo pode ser limitado inferiormente.
Pelo Teorema 2.1.5, mg € 0(Q) e entdao, m € o(T).
[

Na introducao do espectro discutimos brevemente o motivo por tras da
sua divisao em espectro pontual, continuo e residual. Enquanto a motivacao
geral é de contabilizar as distintas formas que perturbacoes —\I afetam ope-
radores lineares entre espacos de dimensao infinita, a forma como definimos
os espectros continuos e residual é um tanto particular. A estrutura adici-
onal garantida aos operadores auto-adjuntos ajuda a elucidar essa escolha,
como veremos a seguir estes operadores conseguem evitar um desses tipos de
“anomalias” que —\I pode causar.

Teorema 2.1.10. Seja H um espaco de Hilbert complexo e T : H — H um
operador linear limitado e auto-adjunto, entao o.(T) = 0.

Demonstragao. Suponha que A € 0,.(T). Entao T\(H) # H. Pelo Teorema
da Projegao Ortogonal, (T\(H))* # {0}. Entao existe y # 0 tal que

y € (\(H))" S (Ta(H))*

com (Thz,y) = 0 para todox € H. Como T é auto-adjunto e A € R (Teorema
2.1.6), —AI e portanto T\ s@o operadores lineares limitados auto-adjuntos.
Com isso temos:

<x,T,\y> - <$,Ty> - <$,)\y> = <T'T7y> - </\C(I,y>
= (Tx — Ar,y) = (Thz,y) =0 Ve e H.

Entdo | Thyl? =0 = Thy =0 = X € 0,(T). Um absurdo. Ou seja, o

espectro residual de T é vazio. O

2.1.2 Projecoes ortogonais

Em espacos de Banach X, projecoes sao operadores a lineares P : X — X
idempotentes, isto é, tais que:

P(P(z)) = P(z), Va€X.

Projecoes limitadas nos permitem decompor o espago com uma soma direta
X = P(X) & ker(P) de forma que z = P(x) + (I — P)(z) para todo z € X.
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Para um espaco de Hilbert H, nds temos o conceito adicional de projecoes
ortogonais, projegoes limitadas P : H — H tais que ker(P) = P(H)*. A
ortogonalidade da decomposicao de H traz diversas vantagens que explora-
remos adiante.

Quando estivermos determinando se uma projecao é ortogonal, para evi-
tarmos ter que mudar nosso foco do operador P aos subespagos P(H) e
ker(P) para analisar a sua ortogonalidade, usaremos em geral a seguinte
caracterizagao equivalente de projecoes ortogonais:

Teorema 2.1.11. Seja H um espaco de Hilbert e P : H — H um operador
linear limitado, P é uma projecao ortogonal se, e somente se, P for auto-
adjunto e idempotente.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que P : H — H é uma projegao ortogo-
nal. Por definicao P é uma projecao e portanto idempotente. Como sa-
bemos, P nos permite decompor o espago como x = P(x) + (I — P)(x) onde
P(H) L (I — P)(H). Tomando z,y € H quaisquer,

’
\

=

Ou seja, P ¢é auto-adjunto.
(<) Suponha agora que P : H — H é uma projecao limitada e auto-
adjunta. Tome P(x) € P(H) e (I — P)(y) € (I — P)(H) quaisquer. Entao

<P($), (I - P)(y)> = <J},P(I - P)(y)> = <I7P(y) - Pz(y» = <$,0> =0.

Como a escolha de vetores em P(H) e (I — P)(H) foi arbitraria, temos que
P(H) L (I — P)(H), ou seja, P é uma projegao ortogonal. O

Na se¢ao anterior vimos que o valor (T'x,x) é prevalente no estudo ope-
radores auto-adjuntos. Em particular, para operadores auto-adjuntos este é
sempre um valor real, o que nos permite aproveitar a ordem < de R para
definir uma ordem parcial' < no conjunto de operadores auto-adjuntos:

!Omitimos a verificacdo de que esta ¢, de fato, uma ordem parcial.



38 CAPITULO 2. OPERADORES LIMITADOS AUTO-ADJUNTOS

Sejam H um espaco de Hilbert complexo, 77 : H - He Ty, : H - H
operadores lineares limitados e auto-adjuntos. Definimos < (no conjunto de
operadores limitados e auto-adjuntos de H a H) pela seguinte relacao:

T <Ty <— <T1I,ZE> < <T21],[E>, Vx € H.

Dizemos ainda que 77 é um operador positivo se Ty > 0. Informalmente,
consideramos 177 < T, se Ty “consistentemente mantém um alinhamento
maior com o espago” que T7. Algumas propriedades imediatas sao:

OO§T1§T2 — OSTQ,
.T1§T2 <~ OSTQ_Tl,

° OSTl,TQ — 0< T+ Tb.

Sabendo agora que as projegoes ortogonais sao operadores auto-adjuntos,
podemos ordenéa-las. Em particular, para uma projecao ortogonal P : H — H
temos que

(Px,2) = (P*(2),2) = (Px, Pz) = | Px|*

Ou seja, as projecoes ortogonais sao operadores positivos. Uma vez que
| Pz||* = (Pz,z) < ||Pz||||z|, temos que ||P|| < 1. E, como Plpay = lpam
se P(H) # {0}, entao ||P|| = 1. Com isso, para qualquer P : H — H
projecao ortogonal,

(Pz,z) < ||Pa|llz| < |l2]* = (Iz,2) = 0<P<I.

Motivados pelo Teorema Espectral em espagos de dimensao finita (c.f.
Teorema ?7), buscamos uma familiaridade maior com as diferentes formas
de combinar projecoes ortogonais. Em particular, neste momento explorare-
mos algumas condig¢oes sobre as quais podemos combinar projecoes sem que
deixem de ser projecoes ortogonais, e como isso afeta o espaco que represen-
tam.

Teorema 2.1.12. Sejam H um espaco de Hilberte P, : H - H e P, : H - H
projecoes ortogonais. FEntao PP, é uma projecao ortogonal se, e somente
se, Py e Py, comutam. FE, se PLPy ¢ uma projecao, projeta H no subespaco
P(H)NPy(H).
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Demonstracao. (=) Se PP, é uma projecgao ortogonal, para qualquer x € H,
(PL Py, y) = (Pox, Pry) = (x, B Pry).

Como P; P, é um operador auto-adjunto, PP, = P, P;.
(<) Se P, e P, sao projegoes ortogonais que comutam,

(Plpg)z(.f[}) = P1P2P1P2(33) = P1P1 PQPQ(ZL') = Plpz(l'), Yz c H,
~— =~

Py Py

e PP, é idempotente. Segue de que P; e P, ambos sao auto-adjuntos e
comutam que, para quaisquer x,y € H

<P1P21'73/> = <P2517, P13J> = <$7P2P13/> = <$7P1P23/>-

Portanto, P, P, ¢ um operador auto-adjunto e, pelo Teorema 2.1.11, P P ¢
uma projecao ortogonal. ]

Corolario 2.1.13. Sejam H um espaco de Hilbert, P, e P, projecoes orto-
gonais com imagens M e N, respectivamente. Entao M e N sao ortogonais
se, e somente se, PP, = 0.

Teorema 2.1.14. Sejam H um espago de Hilberte P, : H - He P, : H > H
projecoes ortogonais sobre H. FEntao P, + P, é uma projecao ortogonal se,

e somente se, P, e P, forem ortogonais entre si. Isto €, se, e somente se,

Pi(H) e Py(H) sao subespagos ortogonais. E, se Py + Py for uma projecdao

ortogonal projeta H em P(H) ® Py(H).

Para finalizar a nossa reflexao sobre as interagoes bésicas entre projecoes
ortogonais, apresentamos um resultado que nos da varias formas equivalentes
de pensarmos em como ordenar projecoes e suas implicagoes.

Teorema 2.1.15. Sejam H um espago de Hilbert e P, : H — H e P, : H —
H projecoes ortogonais. Sao equivalentes:

1. P <P,
2. P,(H) C Py(H).

3. ker(P,) C ker(P).
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Teorema 2.1.16. Se H € um espaco de Hilbert e (P,)nen € uma sequéncia
monotonamente crescente de projecoes ortogonais P, : H — H para todo
n €N,

P<P<P<..<P,<..,

entao (P,)nen converge pontualmente fortemente? para uma proje¢ao P :
H — H que projeta H em | J°", Y, com niicleo (\°°, ker(P,). Onde Y, =
P,(H) para todo n € N.

Demonstracao. Uma vez que toda projecao P é tal que P < I, temos que
(P,)nen € uma sequéncia monotonamente crescente e limitada

P<P<P<..<P <..<I
e, portanto, converge pontualmente a um operador positivo P : H — H.
Para ver que P(H) = |J,—, Y, basta ver que Pz = lim,_,, P,z = z para
todo z € |J,2, Y, e que P é continuo para conseguirmos J,—, Y, C P(H).
1 Y,
comyj )1( smentado por ﬂ:“ | ker(P,) pra mostrar que P realmente coincide com

Acho que dessa forma nao dé certo, eu teria que primeiro provar que | J -

‘ﬂ | ker(Pp)- O
Teorema 2.1.17. Se H € um espago de Hilbert e (P,)nen € uma sequéncia
de projegoes ortogonais tais que P,(H) L P,,(H) para quaisquer m,n € N,
>0 | P, é uma projecao ortogonal? sobre o~ P,(H) com nicleo (), ker(P,).
Demonstracao. Como as projecoes P, sao 2-a-2 ortogonais, as somas par-
ciais Sy, = S.*_, P, sdo projecoes ortogonais sobre | J*_, P,(H) com ntcleo
mZ:1 ker(P,). Tomando p,q € N com p < ¢ temos que

p q

UPr.E)C|JPu(H) = 5,<5,

n=1 n=1
Ou seja (S,)neny € uma sequéncia monotonamente crescente de projegoes

ortogonais. Pelo teorema 2.1.16 temos que (S,,),en converge pontualmente a
uma projecao ortogonal S tal que

k
Sz = lim S,(z) = lim P,(x)
n—00 k—o0 —y
com imagem | J 7, P,(H) e nicleo (), ker(P,). O

2Considerando a convergéncia forte da série. Isto é, >0 P, é o operador definido por
oo . k
Yoy P =s-limp 00> P,
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2.2 O Teorema Espectral

Em espacos de Hilbert H de dimensao n < 400, se T': H — H é um ope-
rador linear auto-adjunto com autovalores distintos Ai, ..., A, (e autovetores
X1, ..., T, na esfera unitdria, respectivamente). Temos que esses autovetores
sdo vetores ortogonais (teorema ?7) e nao-nulos, formando assim uma base
de H. Podemos assim reescrever:

Tx=T (Z(w, xk)xk> = Z(x,xk>T(xk) = Z A, T ) T

k=1 k=1

Chamando de Py, os operadores Py(x) = (x, xy)xy, ¢ facil ver que sdo projegoes
ortogonais de H aos subespacos span{z;}, respectivamente. Nos permi-
tindo assim decompor a transformagao 1" como uma combinagao de n formas
A1, ..., A, de escalar subespacos ortogonais:

T = i A B
k=1

Nesta secao procuramos uma forma semelhante de decompor um operador
linear limitado e auto-adjunto 7' : H — H entre espacos de Hilbert comple-
xos de dimensao infinita. O nosso primeiro passo sera achar um paralelo a
selecao de finitas projecoes Pi,..., P, para um espaco de dimensao infinita
(inspirando a definigao da medida espectral discutida a seguir). Em seguida
desenvolveremos uma forma de combinar o efeito de T" sobre esses subespacos
distintos. Por fim, usaremos essas ferramentas para conseguir uma decom-
posicao favoravel de T' e discutiremos variagoes desse resultado.

2.2.1 A medida espectral

Uma medida g é uma ferramenta que nos permite “contabilizar continua-
mente” uma noc¢ao de magnitude sobre um conjunto qualquer (por exemplo,
em intervalos reais). Nesta se¢@o buscamos aproveitar o maquinério de teoria
da medida para definir uma forma de “contabilizar continuamente” projecoes
ortogonais. Para este fim, chamaremos de Proj(H) o conjunto de projecoes
ortogonais P : H — H, onde H é um espaco de Hilbert.

No teorema seguinte veremos que considerar H um espaco de Hilbert
complexo tem vantagens mesmo se nao estamos considerando o espectro de
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operadores. Em particular, usaremos que em um espaco de Hilbert complexo
(Tr,z) = (Sz,x) Vee H <— T =25. (2.2)

O sentido (<) ¢é imediato. Para (=) usamos que 7' — S é um operador tal
que ((T'— S)x,z) = 0 para todo = € H:

0={(T—-9)(=+ay),(z+ay))
= (L==5)z7) + a((T — S)z,y) + o((T' = S)y, x) + (T = o))
= @<(T - S).CL', y> + Oé<(T - S)y7x>

Considerando o = 1 e @ = —i temos que

(T = 8)a,) + (T =Sy =0 ¢ (T=S)a,y) —{(T~S)y,a) =0

Ou seja ((T'— S)z,y) = 0 para quaisquer z,y € H. Tomando y = (T'— S)z
temos que (T — S)x = 0 para qualquer escolha de x € H, e T = S.

No contexto de um espaco de Hilbert complexo® discutiremos o conceito
que motiva essa secao:

Definig¢ao 2.2.1 (Medida Espectral). Seja A uma o-dlgebra de um conjunto
2 e H um espago de Hilbert. Uma fungao E : A — Proj(H) é chamada de
medida espectral se:

1. B(Q) =1,

2. FE for o-aditiva. Isto é, se, para qualquer escolha de conjuntos (M, ),en C
A 2-a-2 disjuntos:

E (U Mn> (x) =Y E(M,)(z), VzeH.

Observacgao. No contexto de uma medida espectral E, a sua o-aditividade
¢ relativa a topologia forte. Assim, escreveremos

E <U Mn> =Y E(M,):= sk-l)iorgZE(Mn).

n=1

3Para a definicdo de medida espectral assim como alguns teoremas e propriedades sobre
as medidas espectrais, nao é necesséria a hipdotese de H ser um espaco de Hilbert complexo.
Deixamos & carater do leitor discernir para quais casos a complexidade é necesséaria.
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Onde s-lim,, o0 fn, para uma sequéncia (fn)nen de fungoes f, : A — B
quaisquer, é a func¢ao f : A — B definida por f(z) = lim, . fo(x) para
todo x € A.

Similarmente & medidas comuns, i : A — R, uma medida espectral £
define uma forma de avaliar cada conjunto da “subdivisao” A de um conjunto
Q. Em particular, E atribui a cada um desses uma projecao ortogonal de
forma a distribuir projegoes relativas a todo o espaco H, isto é, E(Q2) = I.
Para entendermos melhor como essa “distribui¢ao” ocorre, desenvolveremos
algumas propriedades iniciais:

Teorema 2.2.1. Seja A uma o-dlgebra sobre um conjunto 2, H um espago
de Hilbert complexo e E : A — Proj(H) uma medida espectral. Temos que:

I. E(0) =0, onde 0 € o operador nulo.

II. E € finitamente aditiva. Isto €, se My, ..., My € A sao conjuntos 2-a-2
disjuntos, para k € N. Entao

E (O Mn> = iE(Mn).

III. Para My, My € A, My C My = E(M;) < E(Ms).

IV. Se My, My € A e My e My sdo disjuntos, entdo os subespagos E(M;)(H)
e E(My)(H) sao ortogonais.

V. Se Ml, MQ S A, entao E(Ml)E(MQ) = E(MQ)E(Ml) = E(M1 N MQ)

Demonstracao. I. Seja M; = Q e M, = () para n > 2. Claramente
(M) nen € (My,)n>2 sdo sequéncias de conjuntos 2-a-2 disjuntos. Entao:

EQ)=FE (G Mn> = f: E(M,) = E(Q) + f: E(0)
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II. Agora, tome My, ..., M}, € A 2-a-2 disjuntos. Podemos definir M,, = ()
para n > 2 e teremos uma sequéncia (M, ),en de conjuntos de A 2-a-2
disjuntos, entao:

E (U Mn> —F <D Mn> => E(M,)+ i E() =Y E(M,).
n=1 n=1 n=1 n:kE—:;):O n=1

III. Sejam My, M, € A tais que M; C M,. Como

é uma projecao ortogonal, pelo teorema 2.1.14, E(M,)(H) C E(Ms)(H),
ou seja, E(M;) < E(M,).

IV. Se My, My € A sao disjuntos, E(M; U Ms) é uma projecao ortogonal
igual & F(M;) + E(M,). Pelo teorema 2.1.14, E(M;)(H) e E(Ms)(H)
sao subespagos ortogonais.

V. Sejam M, M, € A quaisquer,

E(M)E(My) =(E(M; \ My) + E(M; N My))(E(My \ My) + E(M; N M,))
=E(M; \ My)E(My\ My) + E(M; \ My)E(M, N My)
+ E(M; N My)E(My \ My) + E(My N M) E(M; N Ms)

Como M; \ My, My N My e My \ M; sdo 2-a-2 disjuntos, pelo corolario

2.1.13, os 3 primeiros termos da soma resultam no operador nulo e nés
temos:

E(My)E(Ms) = E(M{NMy)E(MyNMy) = E>(MyNMy) = E(MyNMs).
0

Teorema 2.2.2. Se H é um espago de Hilbert complezo e A € uma o-dlgebra
sobre o conjunto ), uma fun¢io E : A — Proj(H) é uma medida espectral se,
e somente se, E(Q) =1 e E,(M) := (E(M)x,x) for uma medida positiva.
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Demonstracao. (=) Se E é uma medida espectral, () = [ e E é o-aditiva.
Tomando um conjunto enumeravel {M,,}> | de elementos 2-a-2 disjuntos de
A, como o produto interno é aditivo e continuo na primeira entrada,

<E (U Mn> a:,x> = <Z E(Mn)x,x> = Z(E(Mn)x,x>

Assim E, é o-aditiva. Por fim, como E(M) é uma projecao ortogonal, é um
operador positivo e F, é uma medida positiva:

E,(M)=(E(M)x,x) >0, VM € A.

(<) Tome E, uma medida positiva, F () = I e, novamente, seja { M, }>2 ;
um conjunto enumeravel de elementos 2-a-2 disjuntos de .A. Uma vez que
E, é o-aditiva, é também finitamente aditiva. Ou seja,

<E (U Mn> g;g;> = (B(M,)z,z) = <Z E(Mn)x,x> ., VreH

n=1

Por (2.2) temos que E também é finitamente aditiva. Como F define projecoes
ortogonais, temos, pelo teorema 2.1.14, que para qualquer k € N, E(M;)(H) L
E(M;)(H) para quaisquer ¢,j € {1,2,...,k}. Como a escolha de k é ar-
bitraria, (E(M,))nen em si é uma sequéncia de projegoes ortogonais tais que
E(M;)(H) L E(M,;)(H) para quaisquer 7,j € N. Com isso, e pelo teorema
2.1.17, a sequéncia de somas parciais (Zi:l E(M,))ken converge fortemente
a uma projegao ortogonal representada por >~ E(M,). Agora, usando a
o-aditividade de H e a continuidade do produto interno, temos:

<E (U Mn> x,x> = Z(E(Mn)x,x) = <Z E(Mn)x,x>

n=1

para todo z € H. Entao E também é o-aditiva e, por definicao, é uma
medida espectral. ]

Observacao. Quando temos uma medida espectral E, a notacao E, repre-
sentando a medida E,(M) = (E(M)x,x) serd conveniente, entio adiante
assumiremos sempre que E, descreve precisamente a medida descrita no te-
orema, anlerior.
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2.2.2 Integragao espectral de fungoes limitadas

Com a nocao de uma medida espectral bem estabelecida, seguiremos um
trajeto comum a teoria da medida para definir a integracao com relacao a
uma medida espectral.

Seja H um espaco de Hilbert complexo, €2 um conjunto e A uma o-algebra
sobre 2, chamamos de B(2,.4) o espaco de Banach? de fungoes f : Q — C
limitadas e A-mensurdveis com a norma ||f|lq = sup,cq |f(£)|. Chamamos
de B4(£2,.A) o subespago de fungoes simples. Isto é, fungoes da forma

k
P =D X,
n=1

onde xyr : 2 — C é a funcao caracteristica de M,,. Para My,.... M, € A
2-a-2 disjuntos e aq, ..., a; € C. Definimos entao a integral com relacao a E
para funcoes simples ¢ = Zf’;:l QX 0, COMO

k
pdE = a,E(M,).
/ > anE()

Podemos logo verificar que

i godEH < ligle (23)

j& que ||[E(UF_ M,)|| <1 (¢ uma projegao) e

/godEH =
Q

< llelle

<

> lielloB(M,)

> a,E(M,)

(U)

Para estender essa definigao para fungoes f € B(€2,.A), exploraremos 3 fatos:

< llella-

1. Para qualquer f € B(£2,.A) existe uma sequéncia (¢, )nen em Bg(2, A)
que converge a f nanorma ||-|lo. Ouseja, B,(€2,.A) é denso em B(£2, A).

4 Adicionar referéncia de porque é um espaco de Banach.
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2. O limite lim,,_, [, pndE, para uma sequéncia (¢n)nen € Bs(€2, A) tal
que p, — f, existe.

3. O limite lim,,_, o fQ ©ndE independe da escolha de sequéncia (¢, )nen C
B,(2, A) tal que ¢, Ll f

Primeiramente, veja que para quaisquer f € B(,.A4) e ¢ > 0, a imagem
de f estd contida na bola fechada Bjy,[0] € C. Como Bjy,[0] é um
conjunto compacto e {B.(2) : z € Bjy,[0]} é uma cobertura de abertos,
existe uma subcobertura finita { B.(21), ..., Bc(2,)}. Como f é A-mensuravel,
Y B(21)), .., [TH(B:(2,)) € A. Como esses conjuntos nao necessariamente
sao disjuntos, tomamos

My, = FY(B.(2)) \ (U f‘l(Ba(zi))> cA  Vke{l,...n).

E entao podemos definir

= zxu, € B2 A)

k=1

e teremos que, para qualquer = € ), existe k € {1,...,n} tal que z € M}, e
f(x) € Be(z). Assim, |f(2)—¢(z)| = [f(z)—2| <e. Ouscja, [[f—¢lla <e.
E, para qualquer f € B(Q,.A) podemos tomar (p,)nen C Bs(€2,.A) tal

que ©, M f. Com isso definimos:

/de: lim [ ¢,dFE.
Q

n—oo 0

Para ver que esse limite existe, usamos a equagao (2.3) para identificar que
( fﬂ VndE)en é uma sequéncia de Cauchy de operadores lineares limitados
(j& que (¢)nen € uma sequéncia de Cauchy na norma || - ||). Como B(H, H)
¢ um espago de Banach, a sequéncia ( fQ ©ndE)pen converge.

Por fim verificamos que, dada qualquer outra escolha (¢, )nen € Bs(Q2,A),

tal que ¢, 112 f

lim OopdE = lim wndFb.
Q

n—oo Q n—o0
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Para isso, basta ver que (¢, — ¢n)neny € uma sequéncia em Bg(2, A) que
converge a 0 (e que a integral é aditiva para fungoes simples):

n—oo

0< lim’

Alternativamente também indicamos a integral [, fdE por [, f(A)dE(N).
Com a integral bem definida podemos desenvolver agora algumas de suas
propriedades:

Teorema 2.2.3. Sejam H um espaco de Hilbert complexo, A uma o-dlgebra
sobre um congunto 2, E : A — Proj(H) uma medida espectral, f,g € B(Q, A)
ea,B € C. Temos que:

I E(M) = [, xudE para qualquer M € A.

II. [,af +BgdE =a [, fdE + f [, gdE.
11T fQ fgdE = (fQ de)(fQ fdE).
IV. ([, fAE) z,z) = [, fNd(E(N)z, z).

VAo fdE) 2" = fol FNPAEN)a, 2).

(Jo JAEYE(M) = E(M)([, fdE) = [,, fdE para qualquer M € A.

Demonstracao.

[. Segue imediatamente da definicao da integral, ja que s é uma fungao
simples.

II. Primeiro, verificaremos essa relacao para funcgoes simples. Tome

Y= Z;,nzl an XM, € (b = Z?:l 6]XNJ para &g, ..., Oém7ﬁ17 "'7ﬁk7 6 S (Ca
My, ..., M,, 2-a-2 disjuntos e Ny, ..., Ny também 2-a-2 disjuntos, todos
elementos de A. Claramente,

/esz ZQan —ezan M,) /godE

n=1
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. m k ~
Agora, sejam M = |J,_, M,, e N = {J;_, IN;, somando essas fungoes
teremos uma fungao da forma

P+ d=> anxan@wn + Y Bixmn@an + Y (e + B)xMy N N;.

n=1 j=1 1<n<m
1<j<k

Dai,

/(<p+¢dE Zan (M, N (Q\ N)) +Zﬁj (N; N (Q\ M))
+ Z (a, + B;)E(M, N N;)

1<n<m
I<j<k

/Q(go + ¢)dE :zm:an (Z E(M, N N;)+ E(M,N(Q\ N)))

n=1 j=1

308 (i E(M, N N) + E(N; n <Q\M>>>

j=1 n=1

:ZanE(Mn) + ZﬁjE(N )

:/ﬂgpdE—l—/QcﬁdE.

Com isso confirmamos a afirmacao do enunciado para o caso em que
f e g sdo simples. Para verificar o caso geral, com f,g € B(2, A) e

a, f € C, basta usarmos @, = f, ¢ — g (p1, ...y &1, ... € Bs(2, A)) e
a linearidade do limite:

/ (af + Bg)dE = lim / (pn + Bon)dE
Q n—oo Q

=« lim ondE 4+ B lim OndFE
n—oo Q

n—oo

:a/QdejLﬁ/diE.
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Para o enunciado ter algum significado precisamos reconhecer que f, g €
B = fg € B. Verificar que fg é uma funcao mensuravel é algo

Novamente, verificaremos inicialmente esse fato para fungoes simples

m k . . 5 ops .
© =D o1 X, € &= betajxy, como no item anterior. E facil
ver que a composicao de fungoes simples resulta em uma funcao simples
da forma:

(90¢ Z Z anﬁ]XMnﬂN

n=1 j=1

Dai, pela definicao da integral espectral para funcoes simples e pelo
Teorema 2.2.1:

/(pgde Zzanﬁj (M,, N N;)

nl]l

= Z Z an i E(Mp) E(N;)

n=1 j=1

= ZanE<Mn> 25JE<N )

=) (fe)

Agora, estenderemos resultado para fungoes f, g € B quaisquer. Para
isso, tome ¢, — f e ¢, = g (¢1,...., 1, ... € B4(2,.A)). O proximo
passo natural é confirmar que ¢, ¢, (que sao fungoes simples) conver-
gem em norma para fg.

Entao

/mw—ml<

n—o0

Sabemos, do teorema 2.2.2, que p,(M) = (E(M)x,x) (para M € A)
define uma medida positiva em A.

Agora, seja (pn)nen C Bs(€2, A) tal que ¢, = Zf;l QniX M, Para todo
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I-llo

neNep, — f

()= o o))
(o ()

= lim E i (E(M,,)x, x)
n—o0

= [ 10dtE ). 2).

A ultima dessas igualdades nao é trivial mas segue argumentos usuais
da teoria da medida que, por fugirem do nosso foco, sao omitidos.

V. Nas mesmas condicoes do item anterior, verificamos que, pela continui-
dade da funcao | - ||,

(7o)

2 kn 2
_ H ( ™ Zan,ﬂMn,i)) :

— nh_{r;oZan] < (Zn osz(Mnyi)> x, E(Mn])x> )
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Como cada operador E(M,, ;) é auto-adjunto e pelo Teorema 2.2.1:
kn kn
H (/ de) r| = lim » @ <E(Mn,j) (Z amE(Mn,i)) xx>
Q n—oo 4 -
]:1 =1
kn kn
= lim Y @, < <Z i B(M,; N Mn,j)) z, g:>
n—oo
j=1 i=1

kn
= Jim > (o B0 )0
]:

kn
= nh_}rgo Z Ay j0n j <E(Mn,j)x7 .CE)

J=1

2

— [ 1fOPAEN,2)
Q

VI. Tome M € A qualquer. Pela definicao da integral espectral temos

kn,
/ fdE = lim [ ¢,dE = lim Y, E(M,,).
Agora, tome Gy, : B(H,H) — B(H, H) tal que Gy (T) = E(M)oT.
Claramente Gy é linear e limitado (||Ga(T)|| < [|Em|IT]] < [|T]))-
Ou seja, ¢ um operador continuo e como lim,_, > ", o, E (M, ;) con-
verge na norma de B(H, H), pelo teorema 2.2.1

E(M) ( /Q de) = BE(M) ( lim Zan,iE(Mn,i)>

kn
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Similarmente, o operador Hy, : B(H,H) — B(H, H), tal que Hy (T) =
T o E(M) para todo T € B(H, H), também ¢ continuo e com isso:

</Q de) E(M) = (Tbli_gloian,iE(MmO E(M)

kn
= lim ;an,iE(Mm)E(M)
kn

= lim zamE(Mm N M).

n—roo ~
o — 0, entao

Por fim, uma vez que ||f — S5 Qi X My ;

n—o0

kn
f— E An i X M, ;N M
i=1

M

Assim,

/ de—T}LrgloZanz (M, ;M)

son ()~ (e

]

2.2.3 O Teorema Espectral para operadores limitados
auto-adjuntos

Com a nocao de integral espectral desenvolvida na secao anterior, e as in-
formacoes que temos sobre o espectro de operadores limitados auto-adjuntos,
podemos tratar o teorema espectral em si. O tnico resultado que nos resta
mencionar ¢ um ao qual nao apresentaremos uma demonstracao por nao ser
um resultado de andlise funcional. Este é o teorema a seguir, conhecido como
o teorema da representacao de Riesz-Markov-Kakutani.:
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Teorema 2.2.4 (Riesz-Markov-Kakutani). Se X é um espaco de Hausdorff
localmente compacto, entdo para todo funcional linear limitado ¢ em Co(X)
ezxiste uma medida de Borel complexa p unica tal que

o(f) = / fdu,  Vf € Co(X).

Teorema 2.2.5 (Teorema Espectral). Se H é um espago de Hilbert complexo,
T : H — H é um operador linear limitado e auto-adjunto e [a,b] € um
intervalo compacto em R que contém o(T), entdo existe uma medida espectral
E dinica na o-dlgebra de Borel B([a,b]) tal que:

T / " MEW)

ep(T) = fabp(/\)dE(/\) para qualquer p € C[t]. Além disso, se F for uma
medida espectral em B(R) tal que T = f; AF(X) teremos que F (M) =
E(M N a,b]) para todo M € B(A).

Demonstracao. Comecaremos provando a existéncia da medida espectral E.
Para isso, nossa argumentagao estara centrada em encontrar uma medida
complexa com o Teorema 2.2.4 e, usando ela, criar uma medida espectral
adequada.

Primeiro, definimos o operador F, : C[t] — C de forma que

Foy(p) = (p(T)z,y).

Onde p = apt™ + ap 11" 1+ ...+ ag e p(T) = a,T" + an T + ... + agl,
com ay, ...,ap € C. De imediato temos que

|Fey ()] = (1), y) < [lp(D)[[|z Y]] < [[pla.ellz Iyl

Ou seja, para cada escolha de z,y € H, F}, ¢ um funcional linear limitado
sobre (C[t], ] - |/{ap)- Para usar o Teorema 1.3.3 precisamos estender F, , &
Co([a, b]) = C([a,b]) (j& que [a, b] é compacto). Pelo Teorema de Weierstrass,
os polinomios C[t] sdo densos no espago de fungoes continuas e limitadas
C([a,b]). Como C é um espaco de Banach, F, , admite uma extensao linear
limitada tnica F, : C([a,b]) — C. E, pelo Teorema 2.2.4 temos que existe
uma medida complexa p,, que nos permite escrever:

Foy(p) = (p(T)z,y) = / pdpiyy. (2.4)
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Nosso proximo passo serd provar algumas propriedades acerca das medidas
fgy. Da linearidade da primeira entrada do produto interno temos que,
dados x1, 22,y € H e ay,an € C,

b
/ pdﬂa1x1+a2x27y - <p(T) (alxl + 052332)7 y>

= ay (p(T)z1,y) + as(p(T)za, y)

b b
= / Pz, 4 + o / P(A)d sy

b
:/ pA(0 iy y + Q2flsy y)-

Pela unicidade da medida no Teorema 2.2.4 temos:

Hoyzi+azza,y = Q1Hayy + Q2 flyy,y-

Analogamente, pela conjugado-linearidade da segunda entrada do produto
interno, para x,y;,y2 € H e a, a0 € C

b
/ pdﬂz,a1y1+a2y2 - (p(T)x, a1yr + O‘292>

=ai(p(T)z, 1) + @ (p(T)z, yo)

b b
:O‘_l/ Py, +O‘_2/ p(/\)d/vbfc,yz

b
:/ pd(a_llux,m +O‘_2Nx,yz)-

Que nos da

Hayzi+aszoy = Oz y T Q2flas y-
Com isso, podemos pensar em fi, (M), com M € B([a, b]), como uma fungao
sesquilinear H x H — C que leva (z,y) € H x H para p, (M) € C. Como
tal, podemos usar o Teorema da Representacao de Riesz para fungoes sesqui-

lineares (c.f. [5] pg.192) para encontrar um operador linear limitado e tnico
E(M): H— H tal que:

poy(M) = (E(M)x,y), Vr,y € H. (2.5)

Esses operadores E(M) que dardo origem a medida espectral que buscamos.
Mas primeiro, precisamos mostrar que E(M) é realmente uma projecao. Para
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este fim, veja que, como T (e consequentemente T* para k € N) é um ope-
rador auto-adjunto:

b n
[ ity = (T)20) = (@™ + 4 a0l 5) = Y ()

n n

arfe, Thy) = (2, @ T y) = (x,p(T)y)

b b
= @)y, z) = / Pdfy » = / Py ..

Mais uma vez, pela unicidade do teorema da representacao de Riesz,

Hay = Ky

e com isso, para quaisquer z,y € H:

(E(M)z,y) = pray(M) = piyo(M) = (E(M)y, z) = (z, E(M)y).

Ou seja, E(M) é um operador auto-adjunto. Para provar agora que E(M) é
idempotente, usaremos a seguinte propriedade®:

/ pdigayzy = (P(A)g(A)z,y) = ((pg)(A)z,y) = / Pqdfigy

Agora, definindo v, ,(N) = [, ¢dpu para N € B([a,b]) qualquer, podemos
verificar que v, , ¢ uma medida complexa tal que

b b
/pdﬂq(A)x,y:/ pduy .

Pela unicidade da medida no teorema da representacao de Riesz, temos que
Hq(A)zy = Vzy ©

(E(M)q(A)z,y) = /M qdpie,, VM € B([a,b)).

®Na passagem p(a)q(a) = (pq)(A), usamos que o produto dos polindomios p(A) e q(A)
coincide com o polinémio (pq)(A) para pq € C[t].Esse fato segue, por exemplo, do teorema
fundamental da algebra.
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Com isso, e dado que E(M) é auto-adjunto, temos que

b b
/ Wi pany = (@(A)x, EQM)y) = (E(M)g(A)z, y) = / WXarditany.

Mais uma vez, como n(N) = [y Xumdpiz, define uma medida para N €

B([a,b]) e f; qdn = fab qxmAdfiy,y, podemos usar a unicidade da medida no
teorema da representagao de Riesz para conseguir que:

'ul’vE(M)y(N> - / XMd,um,y - /vba:,y(M N N), VN € B([CL, b])
N
Entao, para N = M e M € B([a,b]) e x,y € H quaisquer :

(E*(M)z,y) = (E(M)x, E(M)y) = o payy (M) = poy(M) = (E(M)z,y).

Entdao E?(M) = E(M) e E(M) é uma projegao ortogonal. Agora, como f, ,
é uma medida complexa, é o-aditiva e pelo Teorema 2.2.2, F é uma medida
espectral.

Combinando (2.4) e (2.5) temos:

(p(T)z,y) = / p\(ENz,y),  Vz,ye H.

Do item 1 do Teorema 2.2.3 temos que:

o =(( [ bpdE) v}, Vet — 1) = [ DB,

Portanto,

p(T) = / PVAE(N).

Em particular, para p(A) = A, temos T' = fab ME.

Agora, para ver que essa representacao é tinica, suponha que existe uma
medida espectral I : B(R) — Proj(H) tal que p(T') = [, p(\)dF para qual-
quer p € C[t]. E seja N,, = [b+ £, +00) uma sequéncia de intervalos em R.
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Usando o Teorema 2.2.3 temos, para z € H e n € N quaisquer:

<(/R /\dF) F(Nn)m,F(Nn)m> = <F(Nn) (/R de) F(Nn)x,x>
</N )\dFas,:v> = / A(F(\)z, )

> b+ 3) [ dF()a)

= (b+ D) {F(Ny)x,z)

= (b+ L)(F(N,)z, F(N,)z)
(0+ LF(Ny)z|*.

Ja que T = [, AdF' e tomando

m = ”irlllf (T'v,x) e M = sup (T'z,z),
zl=1 Iel=1

temos por hipdtese e pelo Teorema 2.1.7 que [m, M| C [a,b]. Assim,
F(N,)xr =0 para todo x € H e n € N. Caso contrario, haveria x, tal
que ||[F(Np)xo| > 0 (para algum n € N), 1 = ||F(N, )x0|| 'zg € H e
g = F(N,)zy € H com ||z2|| = 1 que nos daria (T'xe,z9) > b > M, um
absurdo. Com isso, temos que F((b, +00)) = s-lim,, o FI(N,) = 0.

Analogamente, para E, = (—00,a — %] temos:
<( /R )\dF> F(En):c,F(En)x> _ / M(F(\)z, 7)
<=3 [ dPW)
= (a = ) )(F(Ey)z, )
= (a = 2)(F(En)z, F(En)z)
= (a— DIF(E)z]?,

para quaisquer z € H e n € N. Como (T'z,x) > m para todo x € H com
|lz|| = 1, F(E,) = 0 para todon € N e F((—o00,a)) = 0. Pelo teorema 2.2.3:

Mﬂ%@zéﬂﬂﬂﬂﬂ%@=/p®ﬂﬂ&%m vp € ).
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Com isso temos (E(N)z,z) = (F(N)x,x) para todo n € B([a,b]). Por
(2.2), temos que

S [ J
-~

0

F(M)=F(MnN]Ja,bl)+ F(M\ (—o00,a))+ F(M\ (b,+00))

= B(MNla,0), VM eB(R).
O

Corolario 2.2.6. Sejam T : H — H wum operador linear limitado e auto-
adjunto, E uma medida espectral com a qual T = f; ME para o(T) C |a, b,
e S: H — H um operador linear limitado, S e T comutam se, e somente se,
S comuta com todas as projecoes E(M) para M € B([a,b]).

Demonstragao. (=) Suponha que T = fab ME e que S € B(H, H) sao tais
que T'S = ST. Pelo teorema espectral, p(T) = fabp()\)dE()\) para cada
p € C[t]. Entao

/ PNENSz,y) = (p(T)Sz, y) = (Sp(T)zy) = (p(T)z, 5°)

b
= / pAd(EN)z,S™y),  VpeClt.
Pela unicidade da medida no teorema 2.2.4,
(E(M)Sz,y) = (E(M)z,S"y) = (SE(M)z,y),  Vx,y € H,YM € B([a,b]).

Ou seja, E(M)S = SE(M) para todo M € B([a,b]).

(<) Por outro lado, suponha que S € B(H,H) ¢ tal que E(M)S =
SE(M) para todo M € B([a,b]) para E' uma medida espectral tal que T' =
[P NE. O
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Capitulo 3

Operadores ilimitados
auto-adjuntos

O Teorema Espectral nos oferece além de uma representacao adicional a
operadores lineares limitados e auto-adjuntos. Mas conecta diretamente o
espago B( de fungdes f: R — C

3.1 O Teorema Espectral para operadores ili-
mitados

Nesta segao nosso foco serd em adaptar o Teorema Espectral para reduzir
a hipdtese do operador ser limitado. Para operadores auto-adjuntos, essa
ainda nao é uma noc¢ao muito clara, ja que definimos operadores adjuntos
diretamente no caso limitado (2.1.1). Assim, o primeiro passo natural é
definir o que queremos dizer com isso.

3.1.1 Integracao espectral de funcoes ilimitadas

Nesta subsegao buscaremos uma generalizagao da nocgao de integracao es-
pectral para o caso em que f nao é uma funcao limitada. Sem o requisito
de f ser uma funcao limitada, podemos abranger ainda mais o seu formato:
Seja H um espaco de Hilbert complexo e E : A — Proj(H) uma medida
espectral, consideraremos fungoes f : Q@ — CU{oo} que sdo finitas em quase

61



62 CAPITULO 3. OPERADORES ILIMITADOS AUTO-ADJUNTOS

todo ponto com relacdo a E'. Isto é,
E{zeQ: f(x) =00}) =0.

Neste caso representaremos por S(€2, A, F), ou simplesmente S , o conjunto
de fungoes f: Q@ — CU {oo} finitas em quase todo ponto.

Quando definimos a integracao espectral na subsegao 2.2.2, a limitagao
das funcoes f : 2 — C a serem integradas, e em particular a norma do
| fllq, foram centrais a nossa abordagem. A forma como contornaremos
contornaremos esse obstaculo para generalizar a integracao espectral remete
a uma estratégia que agora nos deve ser costumeira: Reteremos alguma nocao
de limitagao. Isso vem a nds na forma das sequéncias limitantes:

Defini¢ao 3.1.1. Uma sequéncia (M, ),en € dita uma sequéncia limitante
de um conjunto de fungoes F € § se:

i. cada f € F é limitada em M,, para todo n € N;
ii. M, C M, para todon € N; e
. (U~ M,) =1

Estas sao sequéncia crescentes de conjuntos mensuraveis M, C ) que
“caminham para representar toda a medida do espago €2 que habitam”. E sao
particularmente convenientes por “interagirem bem” com a medida espectral
em alguns sentidos: Uma consequéncia imediata do Teorema 2.2.1 é que
medida E acompanha o crescimento dos conjuntos

M, C Mn+1 = E(Mn) < E(MnJrl)
Além disso, reescrevendo (M, ),eny como uma sequéncia de conjuntos disjun-

tos M}, = M,11\ M, podemos verificar que as projecoes E(M,,) convergem
fortemente para a identidade:

slim E(M,) = slim Y E(M;) =E (U M;) —E (U Mn> = 1. (3.1)
n—oo n—oo
k=1 k=1 n=1

1Omitiremos a mencao da medida espectral quando ela estiver clara no contexto, di-
zendo apenas que f é “finita em quase todo ponto”
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A convergéncia forte nos garante também que, coletivamente, as projecoes
E(M,) representam um subconjunto denso em H na topologia da norma.
Especificamente,

U.~, E(M,)H = H. (3.2)

Para ver isso, suponha o contrario, entao existe um ponto zqg € H e um
aberto U entorno de z tal que U C H \ .-, E(M,)(H). Entdo, como

E(M,)zo € E(M,)H C H\ U

e H\ U é fechado, lim, oo F(My,)xo € H\U = lim, o F(M,)x¢ # o,
uma contradi¢do a equagao (3.1).

Exemplo 3.1.1. Se F = {f1, ..., fr} é¢ uma familia de k£ € N fun¢oes de S,
M, = {z € Q: |fi(x)] <n, i =1,..,k} define uma sequéncia limitante
(Mn)nGN-

Seguindo por passos similares aos da definicao da integral espectral para
funcoes limitadas no comeco da subsecao 2.2.2, definimos uma nocao de in-
tegral espectral para funcoes em S:

Teorema 3.1.1. Se f € S, definimos o conjunto
D([fdE) ={z € H: [,|f)Pd(E(t)z,z) < +o0}. (3.3)
E, temos que:
I. Eziste uma sequéncia (M, )nen limitante de {f}.
II. Para qualquer sequéncia limitante (M, )nen de {f},
€ D([fdE) <= ([, [xum, dE)z converge em H (3.4)

e o limite forte dos operadores fﬂ fxm, dE define em D([ fdE) um
operador linear [, fdE : D([ fdE) — H por

</ de> x = lim (/ fXMndE> x, Ve € D([fdE).
Q n—oo Q

I11. O operador fQ fdE independe da escolha de sequéncia limitante (M, )pen-

1V. fﬂ fdE é um operador densamente definido. Em particular, Dom(fQ fdE)
contém \J;” E(M,)H.
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Demonstracgao.

[. Segue de imediato do exemplo 3.1.1.

IL. Seja (M, )nen uma sequéncia limitante e € Dom( [, fdFE) qualquer.
Como f ¢é limitado em M,,, para qualquer n € N, fy,;, é uma funcao
limitada e o operador fQ fxu, dE estd bem definido. Agora veja que,
pelo Teorema 2.2.3,

([rs):

Como FE, é uma medida positiva (pelo Teorema 2.2.2), existe o espago
normado (Lo(€Q, Ey), || - || £o0,2,)) onde fxa, € representante de uma
classe de equivaléncia e podemos escrever:

(e

Se x € D([ fdE) entao f € Ly(Q2, E,) e como fxa, (t) — f(t) em
quase todo ponto e as fungoes fxys, sao limitadas por f, pelo Teorema
da Convergéncia Uniforme, fx,;, converge em Ls(2, E,) e portanto

H(/Q fXMndE—/Qfode> v

Isto é, (( [y fXM,.dE) x)nen converge em H.

2
- / Fra PdE,.
Q

2
= [1Fx | o2 (3:5)

2
= I fxar. — Fxar | Lo,60) = 0.

Por outro lado, supondo que (( fQ fXMndE) T)nen converge em H, te-
mos que || ([, fxam, dE) z|| também convergiré e ja que | fxar,|* — | f]?
em quase todo ponto monotonamente, pelo Teorema da Convergéncia
Mondtona e (3.5),

/|f|2dE$ ~ lim / X PdEs < 400 —> = € D([fdE).

Agora, com a equivaléncia (3.4) estabelecida, ¢ facil verificar que D( [ fdE)
é um subespago vetorial de H, j& que, para quaisquer z,y € D([ fdE)
ea€Cse ([, fxmdE)z —we ([, fxmdE)y =z entao

( /Q fXMndE) (z+ay) = w+ az. (3.6)
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Sabendo que D([ fdE) é um subespaco vetorial, nos resta apenas ve-
rificar que fQ fdE estd bem definido como um operador, que é uma
consequéncia de (3.4) e que é linear, que segue de 3.6.

Sejam (M,,)nen € (M) )nen duas sequéncias limitantes. Pelo Teorema

2.2.3, para qualquer x € Dom( [, fdFE)
2
= H </ X, — fXM;ndE) T
Q

(s~ ()
:/Q‘fXMn _fXan‘szﬂc'

= HfXMn - fXMT’nHLQ(Q,EI)
<\ fxat, = fllo + ||f = fxaz,

2

.
Agora basta verificarmos que fxu, —f — 0e f — fxar, — 0 em
Ly(R2, E,) com n — 0o e m — 00, respectivamente.

Para isso, notamos que, pela definicao do dominio de fQ fdE em (3.3),
f € Ly(Q, E,) para todo x € Dom( [, fdE) e novamente pelo Teorema

2.2.3:
2
‘(/ de_/fXM"dE>$ = [lf = fxar 2,
Q Q
) 2
([ 2= [ rona)a| =17 = e
Q Q
Assim,

(/fXMndE>xﬂ> (/de)x - fXMnM2—>f
Q Q

e, analogamente,

(/ fo;rde) LN (/ de) T = fxum, LNy
Q Q

Concluimos entdo que || ([, fxa, dE — [ fXar, dE) z|| = 0 comn,m — oo
e portanto que limy, o0 ([o, fXa1, dE)x = (limp, 00 fX 1, dE). Como a
escolha de x foi arbitraria temos que a integral independe da escolha

de sequencia limitante.



66 CAPITULO 3. OPERADORES ILIMITADOS AUTO-ADJUNTOS

IV. Como vimos em (3.2), | J>° E(M,)H é um subespago denso de H. Entao
basta provar que este subespaco é um subconjunto de Dom( fQ fdE).

Como M, C M, para naturais k < n, pelo Teorema 2.2.3,

(/Q fXMndE> E(M)x = < . fXMndE> x

= ( fXMkdE> z
My

- ([ funae)e.

Ou seja, (([o fxa, dE)E(Mj,)x),>) trivialmente converge e, pelo Teo-
rema 3.1.1, E(Mj,)x € Dom( [, fdE).

Dado que as escolhas de k € N e x foram arbitrarias, concluimos que
E(M,)H C Dom( [, fdE) para todo k € N e portanto

DE(MH)H C Dom (/Q de) .

[]

Com a integral espectral definida para o caso f € S, podemos agora
verificar algumas de suas propriedades:

Teorema 3.1.2. Sejam f,g € S(Q,AE) e, €C.
L [yaf +BgdE =a [, fgdE + B [, gdE.

1. fQ fgdE = (fQ de)(fQ ng)-
111. Dom(( [, fAE)( [, 9dE)) = Dom( [, fdE) N Dom( [, gdE).
Demonstracao. O

Teorema 3.1.3. Seja f € S(Q, A, E). O operador fQ fdE € invertivel se, e
somente se, f # 0 em quase todo ponto sequndo E. Neste caso,

| s ([ rary

onde f‘l(t) =0 respeitando as sequintes convencoes i =0e

Demonstracgao. O

= Q.

Ol
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3.1.2 A transformada limitada

Sejam H; e Hy espacos de Hilbert e T': Dom(T) C H; — Hy um operador
linear com dominio Dom(7") denso em 7'. Definimos entao o conjunto:

D(T*) ={y € Hy : Ju € Hy tal que (Tz,y)s = (x,u); Vr € Dom(T)}.

Para que y € D(T*) precisamos que exista u € Hy tal que (z,u); = (T'z,y)s
seja vélido para todo x € Hy. Pensando em (T'z,y)s como um funcional em
termos de z, temos que se u € H; existir este serd um funcional limitado.
Por outro lado, podemos usar o teorema de Riesz-Fréchet para identificar
que se x +— (Tz,y) for um funcional linear limitado existe v € H; como
procuramos. Ou seja,

y€ D(T") < z— (Tx,y)s é continuo.

Como Hy é um espago de Hilbert e o dominio Dom(7") é denso em Hj,
quando y € D(T™), ¢, : Dom(T') — H, tal que ¢, (z) = (T'z,y)2 é limitado e
portanto admite uma extensao linear limitada ¢, tnica. Ou seja, a escolha
de u € H; tal que (z,u) que em Dom(7T) coincide com ¢, é tnica. Com isso
temos a seguinte definicao:

Definig¢ao 3.1.2. Sejam H; e H, espagos de Hilbert e T : Dom(7T") C H; — Hj
um operador linear densamente definido (Dom(7") = H;). Chamamos de
Hilbert-adjunto de T, ou simplesmente adjunto de T', o operador T* : D(T*) — H;
tal que T*(y) = w para u € H; que satisfaz (z,u); = (T'z,y), para todo

x € Dom(T).

Observagao. Observe que essa defini¢ao abrange a apresentada em (2.1.1) e
assim, em diante entenderemos “adjunto de T'” e T no contexto de espagos
de Hilbert como referindo-se a essa no¢ao. Quando o operador T em questao
for limitado, teremos que as definicoes essencialmente coincidem, devendo
se apenas tomar cuidado com o dominio em questao®.

De forma andloga a nocao de operador adjunto que ja tinhamos desen-
volvido, o operador T™ pode ser resumido por possibilitar a igualdade:

(Tz,y)1 = (@, T"y)o, Vo € Dom(T), Vy € Dom(T™).

?Sendo T : Dom(T') € H — H um operador linear limitado densamente definido, como
seu contradominio é Banach, admite uma tnica extensao linear limitado T" que por sua

vez tem um auto-adjunto como em 2.1.1 e é facil ver que T = T‘ -
D(T*
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No caso de H = H, = H, dizemos que T' é auto-adjunto se T = T* e de forma
mais geral chamaremos 1" de simétrico se T' C T* (isto é, Dom(7") C Dom(T™)
e Tx = T*x para todo x € Dom(T)).

Teorema 3.1.4. Se T : Dom(T) C H — H ¢é um operador auto-adjunto,
entdo € um operador linear fechado.

Demonstragao. Seja ((z,,, Ty))neny € G(T') uma sequéncia convergindo para
(x,y) no gréfico de T. Entao lim, . z, = x e lim,_,o, Tz, = y. Dai vemos
que, para qualquer z € Dom(T):
(,Tz) = (lim x,,Tz) = lim (x,, Tz)
n—oo

n— oo
= lim (T'z,, z) = (lim Tz,,2) = (y, 2)
n—oo n—oo
Portanto, y é tal que (x,Tz) = (y,z) para todo z € Dom(T) e portanto
y € Dom(7T™*) = Dom(T). Por definicao de 7™ temos que 7%z = y. Como
T =T (z,y) € G(T). Ou seja, T é um operador linear fechado. O

Com o conceito de operadores auto-adjuntos, que abrange também ope-
radores ilimitados, estabelecido, podemos comecar a caminhar em direcao a
generalizacao do teorema espectral. Para atingir tal meta, trabalharemos em
adaptar um operador auto-adjunto arbitrario para “torna-lo limitado” e com
este usaremos o teorema espectral ja desenvolvido. Primeiro, veja o seguinte
fato:

Teorema 3.1.5. Sejam H um espago de Hilbert e T : Dom(T) C H — H um
operador densamente definido. Entio G(T*) =V (G(T))* para V : H*> — H?
dada por V(z,y) = (—y,x).

Demonstragao. Para x € Dom(T') e y € Dom(T*) e ((z,v), (z,w))gxy =
(x,z) + (y,w) o produto interno de H x H:

<V(I’ TI), <y7 T*y»HXH = <(_T:E7 l‘), (y7 T*y»HXH
—(Tz,y) + (x, T"y) = 0.

Ou seja, G(T*) C V(G(T))*. Agora, seja (y,w) € V(G(T))*. Entao
<V(JI,TJI), (y7u>> < Tx,y) + <JJ,U> = 0, Vo € Dom(T)

Assim, (T'x,y) = (x,u) e com isso, y € Dom(T™*) e T*y = u. Dai temos que
(y,u) € G(T*) e V(G(T))* € G(T*). Ouseja, G(T%) = V(G(T)) O
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Teorema 3.1.6. Seja H um espago de Hilbert e T : Dom(T) C H — H um
operador densamente definido e auto-adjunto. Entao I +T*: Dom(T) — H
¢ um operador invertivel com inversa (I +T*)~' : H — Dom(T) limitada e
auto-adjunta.

Demonstragao. Como G(T*) e V(G(T)), para V (z,y) = (—y, x), sdo subespagos
de H? = H x H ortogonais (teorema 3.1.5), pelo teorema da projecao orto-
gonal:

H* = G(T) & V(9(T))

Entao, para todo u € H existem x,y € Dom(T') tinicos tais que:
(0,u) = (y, Ty) + V(z,Tx) = (y, Ty) + (-Tz,z) = (y — Tz, z + Ty).

Ou seja, para todo u € H existe um tnico x € Dom(7T) tal que Tz = y e
r+Ty=x+T?z=(I+T?)x =u. Ouseja, (I +T?): Dom(T) — H é uma
bijecao.

Para ver que (I + T?)~! é limitado, basta tomar y € H qualquer, e por
(I4+T?): Dom(T) — H ser sobrejetora, sabemos que existe z € Dom(T') tal
que (I +T?)x =y, entao

Iy11®

(I +THz|? = (z + T?x, v + T?x)

= (z,2) + (x, T%z) + (T?z,z) + (T?z, T?z)
2] + 2| T + || 72|

j2]l* = (1 +T%) "yl

|
> |

Por fim, veja que para qualquer y = (I + T?)x € H e, como (I +T?) é a
soma de dois operadores auto-adjuntos, é auto-adjunto,

(T+T*) "y y) = (@, (I + T*)a) = (I + T*)z,2) = (y, (I + T*)7'y).
Entéo (I +T?)~! ¢ um operador limitado e auto-adjunto. O

Teorema 3.1.7. Todo operador linear limitado positivo T admite uma raiz
quadrada TY?. Isto €, um operador T'/? tal que T = T/?>T'/2.

Demonstracao. Veja o apéndice. O

Com isso podemos construir o operador que nos permitirda usar do Teo-
rema Espectral 2.2.5:

Zp =T((I+T*~H2
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Onde Zp : H — H. A sua construcao se da nessa forma para nos garante
algumas propriedades importantes:

Teorema 3.1.8. Seja T : Dom(T) C H — H wum operador auto-adjunto
entao:

1. Zr € um operador linear limitado com || Z7|| < 1.

2. Zr € um operador auto-adjunto.
8. I—-7Z%2=(1+T*H"!

Demonstragao. Para esta demonstragao adotaremos a notacdo Cpr = (I +
%)L
1. Que Zr é limitado segue pelo fato de que T' é fechado (Teorema 3.1.4)

e que C’}/ ? ¢ limitado (segue da defini¢ao do operador raiz quadrada):
Seja (x,,)nen uma sequéncia qualquer em H tal que z,, — x e Zp(x,) — .
Uma vez que C’;/ ? ¢ limitado, C’%/ 1, — Cilr/ *z e como T é um operador
fechado, C’;/Qazn — C}ﬂx e TC’ZIF/Q:UH — y implicam que y = T(C’%ﬂx).
Ou seja, (x, Zr(z)) € G(Zr) e portanto Zr : H — H é um operador
linear fechado. Pelo teorema do grafico fechado, Zr é limitado.

Agora, tome y € C’%/Q(H) qualquer. Entao y = C’}/Qx e

1 Zey|? = |TCH?Cx|)? = | TCra|?
= <TCT$, TCT.%'> < <TTCT.T, CT.T> + <fE, CT{L’>
N——
>0
1/2

= ((I + T*)Crx, Cra) = (z, Crx) = (C) %z, Cf*x)
= ||C%))? = |yl

Assim temos que || Z7ry|| < |ly|| para y € C’%/Q(H). Para ver que ¢ sufi-

ciente analisar estes pontos verificaremos primeiro que C%/ 2(H ) é denso
em H: Como Cr : H — Dom(T) é sobrejetora, Cr(H) = Dom(T') que
é denso em H. Uma vez que C’}/Q(H) CHe

Dom(T) € Cp(H) = C*(Cy*(H)) € C;/*(H),

Temos que C%/ *(H) ¢ denso em H.
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Por fim, para qualquer = € H, existe (z,)nen C C’%ﬂ(]-]) tal que
x, — x. Pela continuidade de Zr e da norma verificamos que

[Zra| = lim |[Zrz,| < lim |lz,[] = [|l2].
n—o0 n—oo

[—Z3=1— (TCH*)(TCH?)
O

3.1.3 O Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos

Teorema 3.1.9 (Teorema Espectral). Seja T': Dom(T) C H — H um ope-
rador linear auto-adjunto em um espaco de Hilbert H. FEntao existe uma
unica medida espectral E definida em B(R) tal que

T /R ME(N).

Demonstracao. Como previsto pela secao anterior, nds usaremos o operador
T para definir Zp : H - H

Zr = (T(I + T~ 1)Y?

que, pelo Teorema 3.1.8, é um operador linear limitado e auto-adjunto com
norma || Zr||. Pelo Lema 1.2.3 e Teorema 2.1.6 podemos concluir que o(Zr) C
[—1,1]. Pelo Teorema Espectral 2.2.5 temos a existéncia de uma medida
espectral F' sobre B([—1, 1]) (inica) e a seguinte representagao:

Ty = / MF(A).
[_171]

Segue que F({—1}) = f{_l} 1dF (M) por 2.2.3. Do mesmo teorema temos que

1

[+ZT:/ 1dF(>\)+/ )\dF(/\):/ 14 MF(Y),
[-1,1] [—1,1]

~1
e com isso,

(I+Zp)F({-1}) = /{1} 1+ AF()) =0
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portanto F'({—1})(H) C ker({ + Zr). Analogamente,

1
I—ZT:/ 1= MF()),

1

¢,

(I — Zp)F({1}) = /{1} 1 - AF(\) =0 = F({1})(H) C ker(I — Zy).

Combinando isso temos que
F{1)H + F({-1)H Cker((I + Zy)(I — Z7)) = ker(I — Z3)

Pelo Teorema 3.1.8, ker(I — Z2) = ker((I + T?)7') = {0} (j& que ¢ uma
bijecio). Assim, F({—1}) = F({1}) = 0. E esse fato que nos possibilitara
usar a funcdo f(t) = t(1 — t?)~'/2, a inversa da funcdo #(1 + t?)~/2 que
inspirou nossa abordagem a esse problema:

Isso nos garante que f serd finita em quase todo ponto segundo F', ja que
onde F é nao nula (um subconjunto de (—1,1)), f atinge valores finitos®.

Além disso, sabendo que f € S([—1,1], B([-1,1]), F), mostraremos que
T = f[—1,1} fdF: Pelo Teorema 3.1.2 e dado que t, (1 — t?)~%/2 € S, sabemos

que fR tera como dominio

Dom (/ de) = Dom (/ /\dF) N Dom (/ (1- )\Q)I/QdF) :
[—1,1] [—1,1] [-1,1]

Uma vez que |A| <1 e por (3.3),

Dom </ )\dF) = {x € H: ME, < —i—oo}
[=1,1] [=1,1]
Q{xEH:/ 1de<+oo}
[7171]

={zx € H:F,(-1,1]) < +o0}
={x e H: (F(-1,1)z,z) < +oo}
={z e H: ||Jz|]? < +oo} = H,

3E uma convengao usual em teoria da medida estabelecermos 0 - oo = 0. Permitindo
assim a integracdo de fungoes como f levando [—1,1] a R (os reais estendidos).
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temos que

D dFF) =D —\? 1/2dF> .
o (/[—1,1] / ) o (/[—1,1](1 )

Com o dominio O
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