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O Axioma de Martin e algumas consequéncias

Lucas N. F. Teles

REsumo

Fazemos uma breve introdugdo do Axioma de Martin, desenvolvemos aplicagdes dele com ZFC
para conseguir resultados na teoria dos conjuntos e na topologia e comentamos sobre a sua
relagdo e consisténcia com outros axiomas como CH.

1. Introducdo

O Axioma de Martin (MA) surgiu com Martin e Solovay em 1970 como uma forma alternativa,
e mais direta, de atingir um nidmero de resultados que usavam a Hipé6tese do Continuo (CH)
[4] (como veremos adiante, ZFC+CH j4 garante a validade do Axioma de Martin). E, assim
como CH, MA é um axioma independente de ZFC. Apesar dessa conexdo, pode-se verificar
também que MA+—CH ¢é consistente com ZFC (ou seja, assumindo a consisténcia de ZFC,
ZFC+MA+-CH é consistente), mas como esse e resultados similares de independéncia fogem
do escopo desse trabalho, nos limitamos a breves comentarios sobre suas interagdes na Secao 4.

Apesar de nao abordamos o tépico de Forcing neste trabalho, as conexdes dessa teoria com o
Axioma de Martin ndo podem ser evitadas. O Axioma de Martin atua em parte como uma forma
mais acessivel (de “pronto uso”) de técnicas de Forcing para matemédticos ndo familiarizados
com Forcing. Naturalmente, a linguagem que usamos para discutir esse axioma herda muito
do Forcing. O nosso primeiro exemplo disso vem com as ordens parciais que protagonizam esse
trabalho.

Um exemplo classico do tipo de ordem parcial que usamos, ao qual retornaremos adiante, é
0 seguinte:

EXEMPLO 1. Sejam A e B conjuntos com A infinito, denotamos por P o conjunto Fn(A, B)
de fungoes f com dominio finito dom(f) C A e contradominio B. Isto é,

P=|J{B":T€ (PA)\{0}) Al <w}.

Onde denotamos por P(C) o conjunto de partes de um conjunto C. P pode ser munido de
uma ordem parcial T definida por?:

f<g = gCf Vf,g € P.
Isto é, f < g <= dom(g) C dom(f) e f(z) = g(x) Vz € dom(f) N dom(g).

TDeixamos a verificacdo desse fato para o leitor. De forma similar, omitiremos a demonstracio desse fato nos
exemplos adiante, por consistirem de verificagbes simples e usuais.

fQuando definindo a ordem parcial, alguns autores preferem a ordem da inclusdo (f < g <= g C f).
Naturalmente essa distin¢do ndo é particularmente importante, mas necessitaria a mudancga de alguns detalhes
na teoria discutida adiante.
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esse cenario <) é um conjunto parcialmente ordenado que contém todas as “funcoes
N P, < t 1 t denad t tod “f
parciais” partindo de subconjuntos de A & B onde duas fungoes sdo comparaveis se alguma é
extensao da outra.
articularidades da construcao do exemplo acima, como o porqué do uso da inclusao inversa
Particularidades d t d 1 , d d 1 ,
vao ficar mais claras adiante.

OBSERVAQAO 1. Nesse assunto a notacao e defini¢coes iniciais sao coisas que variam
consideravelmente entre autores. No geral essas distingoes sao simples e claras, como por
exemplo a ordenagao por inclusdo (f < g <= f C g) no exemplo acima. Recomendamos que o
leito interessado em explorar mais este topico se atente a isso. Para este trabalho nos baseamos
principalmente na notagao de [3].

2. O Azioma

2.1. Notacao e pre-requisitos

Para discutir o Axioma de Martin precisaremos introduzir uma boa quantidade de notacio
e definigoes. Para evitar confusao relembramos que (P, <) é dita uma ordem parcial se P é um
conjunto e < é uma relagao transitiva, reflexiva e antissimétrica em P x P.

Adicionalmente, dizemos que dois elementos p, ¢ de P sao compativeis se existe r € P tal
que r <p e r <gq. Se nao houver r € P dessa forma dizemos que p e ¢ sao incompativeis
e denotamos isso por p L g. Com essa linguagem, definimos como uma cadeia em (P, <) um
conjunto A C P onde para quaisquer p,q € A, p < qou g < p. Quando A C P é tal que p = q ou
p L q para quaisquer p, q € A, dizemos que A é uma anticadeia. Finalmente, um subconjunto
D C P é dito denso se para qualquer p € P existe g € D tal que ¢ < p.

Para a ordem parcial do Exemplo 1, podemos pensar em f, g € P como compativeis quando
nao “discordam” em nenhum ponto, cadeias representam um conjunto linearmente ordenado de
extensoes “encaixantes” de fungoes e anticadeias podem ser vistas como conjuntos de fungoes
parciais que representam partes de funcdes A — B estritamente diferentes, incompativeis. Nesse
cenario um conjunto seria denso quando comportasse extensoes para quaisquer funcoes parciais
em P.

DEFINIGAO 1. Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado (P, <) tem a condigdo de
cadeial contdvel (c.c.c.) se toda anticadeia em (P, <) é enumerdvel.

DEFINIGAO 2. Seja (P, <) uma conjunto parcialmente ordenado. Um subconjunto F' C P
é chamado de filtro em P se satisfaz as seguinte condigoes:
(i) F#0;
(ii) sep,ge P,pe€ F ep < g, entao q € F;
(iii) se p,q € P existe r € F talque r <per <gq.
Quando F' # P dizemos que F' é um filtro préprio em P.

TE amplamente reconhecida a ironia de usar-se “cadeia” ao invés de “anticadeia” no nome dessa condigio.
Porém essa é a nomenclatura mais usual, vinda do inglés “countable chain condition” [1], e é a que usaremos.
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Note que o item (iii) da defini¢ao representa uma “compatibilidade de todos os elementos de
F” é equivalente a dizer que quaisquer dois elementos de F' p e ¢ sao compativeis na ordem
induzida em F'.

Podemos pensar no filtro como uma forma de organizar elementos compativeis de uma ordem
parcial mantendo todos os seus “sucessores a direita”. Uma vantagem da manutencao de uma
compatibilidade interna aos filtros é que estes nos dao uma forma natural de consolidar essas
informagoes parciais.

LEMA 2.1. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado como definido no Exemplo 1,
se F é um filtro em (P, <), f =UF € uma fung¢ao em A x B.

Demonstra¢ao. Uma vez que F CP(Ax B), f=JF C Ax B entao f é uma relacgao
em A x B. Tome agora (a,b),(a’,b') € f quaisquer, da definigdo de f segue que existem
9,9 € F com (a,b) € g e (a/,b) €g’. Por F ser um filtro, g e ¢’ sdo compativeis e entao
a=a = b=1"V".Ouseja, f é uma relagdo funcional. O

Dado um conjunto parcialmente ordenado (P, <) e D uma familia de subconjuntos densos
de P, chamamos um filtro F' em P de filtro D-genérico se F'N D # ) para qualquer D € D.*

Podemos pensar em um filtro D-genérico como um filtro que respeita, ou mais precisamente,
que contém extensoes de elementos contemplados por uma colecao D de fungoes densas em P
satisfazendo alguma escolha de propriedades. Nesse sentido, a estrutura do filtro nos garantiria
uma forma de condensar essas propriedades em uma estrutura sé, como no Lema 2.1.

OBSERVAGAO 2. Adiante comegamos a trabalhar no Axioma de Martin em si, que nao
muito surpreendentemente por sua conexao com CH, estd relacionado a cardinais. Para isso
mencionamos outra escolha de notacao: Adiante fazemos véarias manipulagoes no contexto
da aritmética cardinal, e apesar disso adotamos a notacao w ao invés de Ny que talvez seja
usual para alguns leitores. Além disso, aproveitamos para mencionar que usaremos livremente
(raramente com mengao) o axioma da escolha (e os demais axiomas de ZFC).

2.2. MA(k), MA e CH

Para enunciar o Axioma de Martin precisamos primeiro enunciar MA (k) (para x um cardinal)
que ¢é a féormula descrita a seguir:

MA(k). Se (P, <) é um conjunto nao vazio parcialmente ordenado c.c.c. e D um conjunto
de subconjuntos densos de P com |D| < k, entdo existe um filtro D-genérico em P.

AXIOMA DE MARTIN (MA). Para todo cardinal k < 2, vale MA(k).
Vi(k < 2 = MA(rK))

Da defini¢ao da férmula MA(k) é imediato que

MA (k) = MA()), para todo A < k. (2.1)

TNovamente, existem definicbes alternativas, mas similares, para um filtro D-genérico. Por exemplo, em 1]
substitui-se D por um conjunto X qualquer e na defini¢ao sdo considerados apenas os elementos de X que sdo
subconjuntos densos de P. Esta é uma distingdo que para nés nao é importante, mas que pode ser de interesse
para quem pretende estudar Forcing.
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Para entender melhor o efeito do Axioma de Martin, vamos analisar a validade de MA (k) em
ZFC (sem assumir MA):

LEMA 2.2 (Rasiowa—Sikorski). MA(k) vale para todo £ < w. Em particular, dado (P, <)
um conjunto parcialmente ordenado com |D| < k uma famiia de densos e p € P qualquer,
podemos encontrar um filtro D-genérico com p € P

Demonstragao. De (2.1) vemos que é suficiente provar MA(w). Para isso, sejam (P, <) uma
ordem parcial, D = {D,, : n € w} uma familia enumerédvel de subconjuntos densos de P e tome
p € P um elemento de P arbitrarios. Definimos pg = p e indutivamente tomamos p,, 11 € Dy 11
tal que p,41 < p, possivel pela densidade de D,, ;1 e pelo axioma da escolha. Teremos assim
uma cadeia C' = {p, : n € w}.

A partir de C' podemos definir um filtro F' da seguinte forma:

F={peP:3qeCnrq<p)}

E imediato que F satisfaz as propriedades (i) e (ii) da definicao 2, tomando quaisquer p,q € G
existem p’, ¢’ € C tais que p’ < pe ¢ < ¢, como C é uma cadeia basta tomar r = min<{p’, ¢’} e
confirmamos a propriedade (iii). Por fim, temos que F' é D-genérico uma vez que para qualquer
D,eD, DNC#0 = DNF #0. O

LEMA 2.3. MA(k) € falso para todo k > 2¢.

Demonstragao. Basta provar -MA(2¢). Para isso trazemos um contraexemplo seguindo o
formato do Exemplo 1:

Seja (P, <) como no exemplo 1 com A = w e B = 2. Como P = Fn(w, 2) é a unido enumeravel
de conjuntos enumeraveis é enumerdvel e trivialmente tem a c.c.c. Definimos entao duas familias
de subconjuntos:

D, ={p€ P:necdom(p)}, Vn € w,

E,={peP:JacwAh(a)#pla)}, Vh € 2¥.

Claramente esses sao subconjuntos de P. Para ver que os conjuntos D,, sdo densos, tome p € P
qualquer, se p ¢ D,, entdo n ¢ dom(p) e ¢ =pU (n,0) € D e é uma extensdo de p entdo ¢ < p,
caso contrario temos p < p trivialmente.

Similarmente, seja p € P e f € 2¥ quaisquer. Se p € E¢, p < p e temos o que querfamos.
Caso contrario, como | dom(p)| < w, existe a € w \ dom(p) e definindo

L [puten) s f@ =0
g=pU{(a,0)} se f(a)=1,

temos que ¢ € E; e ¢ < p. Ou seja,
D={D,:necw}U{E,;:gec2“}

é uma familia de subconjuntos densos de P. Ja que {D, :n cw|=we [{E;:g € 2¥}| = 2%,
2% <|D| < w+ 2% e assim temos que |D| = 2¢.

Agora, suponha, por absurdo, que F' seja um filtro D-genérico. Entao f = |J F define uma
funcao em w x 2 pelo Lema 2.1. Como F' é D-genérico verificamos duas propriedades:
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(i) dom(f) = w.
Tome a € w qualquer. Para qualquer p € D, temos que a € dom(p), como F é D-
genérico existe p € D, NF e a € dom(p) C dom(f). Ou seja, a € dom(f) Cw para
qualquer a € w.
(ii) f # h para qualquer h € 2¢.
Seja h € 2% qualquer. J4 que B, N F # 0, existe p € E, N F e a € w tal que g(a) # h(a),
como g C f, f(a) = g(a) # h(a). Ou seja, f # h.
Segue da propriedade (i) que f é uma funcdo em 2¢ (é uma funcdo em w x 2 com dominio w),
entdo f € 2¥ e do item (ii) temos que f # f, um absurdo. |

Do Lema 2.2 temos uma garantia da propriedade MA(k) para cardinalidades menores ou
iguais a w. J4 o Lema 2.3 nos diz que qualquer busca pela propriedade MA (k) para cardinais
maiores ou iguais ao continuo (2¢) é fitil. Nesse cendrio o Axioma de Martin é uma afirmagao
que dé a MA (k) o maior dominio permissivel em ZFC. Como o estudo de onde vale essa férmula
é andlogo buscar o menor cardinal m em que MA(m) para de valer, e este é tal que

w1 S m S 21.0’
fica clara a conexao entre CH e MA. De fato,

ZFC+CH — w1 = 2% - m =2 — MA.

3. Aplicacgoes

3.1. Topologia: Martin e Baire

O Axioma de Martin é um resultado de grande interesse topolégico,... Uma forma usual de
definir em um espaco topolégico uma ordem parcial é da seguinte maneira:

EXEMPLO 2. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja P = 7\ {}. Definimos < em P x P
como a seguir

ULV < UCYV, YU,V € P.

Através de uma verificagdo simples vemos que < é uma ordem parcial. Além disso, temos a
seguinte equivaléncia

ULV (ECUANECV)=SE=0)«<UNV =0. (3.1)

Uma forma de pensar nessa ordem parcial é que estamos analisando quando abertos
“refinam” uns aos outros. Note que ao invés da ordem de inclusdo inversa do Exemplo 1
ordenamos 7\ {0} pela inclusdo, refletindo que buscamos por abertos mais “refinados” ao
invés de “abertos mais extensos” (que conseguirfamos seguindo a inclusdo inversa).

Inspirado nesse exemplo introduzimos a seguinte definigao:

DEFINIGAO 3. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que (X, 7) é c.c.c. se toda familia
de abertos 2-a-2 disjuntos é enumeravel.

Relembramos ainda a definicao a seguir:
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DEFINIGAO 4. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que £/ C X é um conjunto raro
se I tiver interior vazio.

TEOREMA DE BAIRE. Se (X, 7) é um espago topoldgico compacto, Hausdorff e c.c.c., ndo
pode ser representado pela uniao de uma familia de cardinalidade menor ou igual a w de
conjuntos raros.

OBSERVAGAO 3. Existem multiplas versoes, similares, do Teorema de Baire. Uma versao
usual dele enfraquece o teorema acima substituindo a hipétese de X ser compacto com ser
localmente compacto. Escolhemos essa versao mais fraca do teorema por contrastar melhor
com o teorema que provaremos.

Indicamos como a seguir quando qualquer axioma além de ZFC for assumido. Em particular,
quando escrevemos ZFC+MA (k) queremos representar alguma escolha arbitraria de w < k <
2“. Quando assumimos apenas ZFC, omitimos essa notacao.

TEOREMA 3.1 (ZFC 4+ MA(k)). Se (X,7) € um espago topoldgico compacto e Hausdorff,
X nao pode ser atingido pela uniao de uma familia de cardinalidade menor ou igual a k de
conjuntos raros.

Demonstrag¢ao. Seja (X,7) um espago topoldgico compacto e Hausdorff. Definimos um
conjunto parcialmente (P, <) a partir de (X, 7) como no Exemplo 2. Da equivaléncia (3.1) e
do fato que (X, 7) é c.c.c. entdo (P, <) tem a c.c.c.

Agora, sejam {E, : @ < £} uma familia de conjuntos raros, entdao definimos por U = {U,, :
a < k} uma familia de abertos densos onde U, = X \ E,. Definimos D, = {U € P: U C U,},
vejamos que D, é denso em (P, <) para todo a < k: Seja U € P qualquer, como U e D, sao
abertos, V =U NU, também é aberto e uma vez que U, é denso temos que é um aberto
nao vazio. Como (X, 7) é T3, existe um aberto ndo vazio V € P tal que V C U NU,. Assim,
VeD,eV <Uecomo a escolha de U € P foi arbitriria D, é denso.

Tome D = {D,, : a < k}, pela validade de MA(k) temos que existe F' um filtro D-genérico
em (P, <).

Como F é um filtro na ordem C, tem a PIF e como X é compacto, (J{U : U € F} é ndo
vazio.

Por fim, verificamos que (J{U : U € P} est4 contido em U, para qualquer a < x: Dado U,,
FND, #( entao existe ¢ € F com q C U,. Para qualquer p € F, como F é um filtro, existe
r € P tal que r C pNgq. Entao

ﬂ{U:UEP}QpﬂqQUa.
Com isso,

X\ [ Ea| 2X\ [N Fa) = UK \E) = | Ua #0.

a<lk a<lk a<lk a<lk

O

As conexdes entre o Teorema de Baire e 0 Axioma de Martin nao se limitam ao resultado deste
teorema. Além do enunciado do Teorema 3.1 com k ser uma consequéncia de ZFC+MA(k),
pode-se provar[3] que é na realidade um enunciado equivalente. Isto é, que este enunciado com
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k prova a validade de MA (k). Infelizmente, este é mais um resultado que foge do escopo deste
trabalho, entao nos contentaremos com essa mengao.

3.2. Conjuntos quase disjuntos e a exponencia¢ao ordinal

Agora investigaremos uma consequéncia interessante do Axioma de Martin sobre a expo-
nenciagao ordinal. Para atingir tal resultado, usaremos de alguns conceitos novos de teoria dos
conjuntos. O primeiro deste é o de conjuntos quase disjuntos.

DEFINIGAO 5. Seja k um cardinal infinito e x,y subconjuntos de k. Dizemos que z e y sao
quase disjuntos se |z Ny| < k. Dizemos que A C P(k) é uma familia de conjuntos quase
disjuntos se todo x € A tiver cardinalidade k e os elementos de A forem 2-a-2 quase disjuntos.

Na matemaética em geral é comum discutir a existéncia “infinitos de tamanhos diferentes”,
talvez igualmente comum a isso seja a énfase feita na grande diferenca entre as cardinalidades
de N e R. E de forma geral, é natural imaginarmos o sucessor de um cardinal como
substancialmente maior que elef. Refletindo essa perspectiva, temos a nocido de conjuntos
quase disjuntos que estabelece como padrao um cardinal infinito x, e a partir dele a diferenga
entre quaisquer conjuntos (subconjuntos de k) que coincidam em um conjunto x Ny cuja
cardinalidade nao chega a x, é considerada insubstancial.

Uma familia de conjuntos quase disjuntos A, como o nome sugere consiste em um conjunto
de conjuntos entre si quase disjuntos, adicionando-se apenas a hipétese de que estes conjuntos
sao significativamente grandes (x € A = |z| < k). Como pode-se esperar trabalharemos com
familias de conjuntos quase disjuntos de cardinalidades infinitas e enquanto é facil construir
exemplos de familias de cardinalidade finita, nao é tao claro o que garante a existéncia de uma
familia de cardinalidade entre w e 2“. Para isso trazemos o seguinte resultado:

LEMmA 3.2.  Eziste uma familia de conjuntos quase disjuntos A C P(w) de cardinalidade 2%,
e consequentemente de qualquer cardinalidade menor.

Demonstragio. Para qualquer X € P(w) tome Ax ={XNa:a<w} Claramente,
X #Y = Ax # Ay para X,Y € P(w). Além disso, se X # Y entao

XAY ;= (X\Y)U (Y \X)#0

e como w é bem ordenado, existe n =min XAY. Como n¢ X Na, X Na#Y Na para
qualquer a > n. Ou seja,

AxNAy C{XNa:a<n}
e portanto |[Ax NAy| <n < w. Assim, {Ax : X € P(w)} C P(w) é uma familia de conjuntos

quase disjuntos de cardinalidade 2.
O

Apés essa breve introdugao, podemos definir o ambiente em que trabalharemos nessa segao.

TDizemos isso independentemente da afirmacio anterior, ndo estamos assumindo CH e portanto nio queremos
dizer que a cardinalidade de R seria a sucessora de N
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EXEMPLO 3. Seja A C P(w). Chamaremos (P4, <) de ordem parcial dos conjuntos quase
disjuntos se for como a seguir:

Py={(s,F):s CwAls|<wAFCANANI|F| <w}
onde definimos (', F') < (s, F) < sCSANF CF AVz € F(ans Cs).

Isto é, A é uma familia de subconjuntos de w e (P4, <) é um conjunto de pares ordenados
(s, F) onde s é um subconjunto finito de w e F' é uma familia de finitos subconjuntos de w,
selecionada dentre os conjuntos que estao em A. A ordem parcial definida nesse conjunto afirma
que (s', F') < (s, F) quando ambos s’ e F’ estendem os conjuntos s e F, respectivamente, de
forma que s6 sejam adicionados a s’ elementos de w que nao estdo em nenhum dos conjuntos
em F. A seguir desenvolvemos uma nocao conveniente para compatibilidade

LEMA 3.3. Seja (Pa, <) como no Exemplo 3. Entdo (s, F) e (s',F') sdo compativeis se, e
somente se,

Vee F(zxns Cs)AVz e F'(zxNsCs'). (3.2)

E em caso positivo (s Us', F1 U Fy) € uma extensdo de ambos (s, F) e (s', F').

Demonstragio. (=) Supondo que (s, F) e (s',F’) sdo compativeis, temos que existe
(so, Fo) € P4 tal que (so, Fo) < (s, F) e (s0, Fp) < (', F'). Da onde segue que

(i) Ve € F(xNsg C 8) e como s C s, Vo € F(xNs Cs);

(ii) Yz € F'(xNsgp C s') e como s C sg, Ve € F(xNs Cs').
Combinando os itens (i) e (ii) temos a equagao (3.2).

(<) Tomando (s, F) e (s',F’) satisfazendo a equagéo (3.2), provaremos diretamente que
(sUs, F1 UF5) é uma extensdo de ambos (s, F) e (s', F').

Claramente s CsUs', s CsUs, FCFUF e F" CFUF'. B igualmente trivial ver que:

(Vze Flzns Cs))— (Ve e Flxn(sUs') CsUSs)),

@(s,s",F)

(VzeFl(znsCs') > (VzeF(zn(sus’) CsUs)).

@(s,s',F’)
Por hipétese, temos que valem (s, s, F) e ¢(s,s’, F'). Juntando essas duas férmulas temos
(s, s, FUF"), isto é,
Ve FUF'(zN(sUs’) CsUs)).

Com isso concluimos que (sU s', F; U F») é uma extensao de ambos (s, F') e (s', F’) e portanto
que eles sdo compativeis. [

Assim, filtros em (P4, <) representam uma estrutura que comporta conjuntos finitos s e
suas extensoes evitando os conjuntos em A selecionados por conjuntos F'. Em paralelo com o
Exemplo 1, consolidaremos a informacao dessa estrutura com a definicao a seguir:

dg = U{sE’P(w):HF(FQA/\(S,F) €G)}.

LEMA 3.4. Seja (Pa,<) como no Ezemplo 8. Se G € um filtro em (Pa,<), entdo para
qualquer (s, F) € G
Ve(r € F — (zNdg C 9)).
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Demonstragao. Para G um filtro em (P4,<) e (s,F) € G segue trivialmente que
Ve(x € F — (xNs Cs)) e, como qualquer outro (s, F') € G é compativel com (s, F), pelo
Lema 3.3 temos que Vz(z € F — (zNs’ Cs)).

Combinando isso conseguimos Vz € F(z Ns|Js C s) e pela arbitrariedade de s’ temos o
enunciado. U

Como usualmente, verificamos que estamos de fato apresentando uma ordem parcial onde
pode ser usado o Axioma de Martin, isto é, que tem a c.c.c.

LEMA 3.5. O conjunto parcialmente ordenado (Pa, <) do Exemplo 3 tem a c.c.c.

Demonstragao. Seja A uma anticadeia em (P4, <). E trivial que para qualquer (s, F) € Py,
Ve(z e F— (zNsCs))

Disso e do Lema 3.3 segue que se (s, F) e (s', F') sdo elementos de A, s # s’ (caso contrario,
a equagcao (3.2) seria satisfeita). Por fim, como o conjunto de partes finitas de w é enumerével,
A também é. O

Com o ambiente do Exemplo 3 bem desenvolvidos, provamos o seguinte teorema:

TEOREMA 3.6 (ZFC+MA(k)). Sejam (Pa,<) como definido no Exemplo 3 com |A| <k e

C C P(w) com |C| < k onde para todoy € C e F C A finito, |y \ |J F| = w. Entao existe d C w
tal que para qualquer x € A, |[dN x| < w e para todo y € C, |dNc| = w.

Demonstracdo. Definimos para todo = € A os conjuntos
D, ={(s,F) € Py:x€F}

Dado qualquer (s, F') € Pa, (s, F U {x}) define uma extensao de (s, F') que estd em D,. Assim,
D, é um conjunto denso em (P4, <) para qualquer escolha de = € A.
Agora, defina, para todo y € C e n € w,

EY ={(s,F)€ Ps:sNyZn}.

J4 que para cada (s, F) € Pa, |y\|JF|=w, se tomarmos m € y\ |JF com m > n, entdo
(sU{m}, F) define uma extensdo de (s, F') que estd em EY. Assim, E} é denso em (P4, <)
para qualquer escolha den c wey € C.

Com isso, temos uma familia de conjuntos de cardinalidade menor ou igual a x dada por

D={D,:xz€ A}U{E! :ye CAn € w}.
Por, MA(k) sabemos que existe G um filtro D-genérico. Com este definimos
d=dg :U{s €Pw):IF(FCAN(s, F) e G)}.

Por fim, verificaremos que este d de fato satisfaz as condig¢oes do enunciado: Para qualquer
x € A, tome (s,F) € GND,. Ja que (s,F) € D,, z € F e pelo Lema 3.4, dNx C s. Como s é
finito, d N zyp também sera.
Com y € C fixo, e tomando n € w, existem (s, F,) € GNEY tais que s, Ny € n. Como
d=dg,
Vn(n e w— (dgNy € n)).

Ou seja, dg Ny nao esta contido em nenhum segmento inicial de w e portanto é um subconjunto
infinito. |
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COROLARIO 3.7 (ZFC+MA(k)). 28 =2%.

Demonstracdo. Como k > w, claramente 2¢ < 2%, Mostraremos a seguir a desigualdade
contraria.

Seja B uma familia de conjuntos quase disjuntos de cardinalidade k (existe pois, pelo
Lema 3.2, existe de cardinalidade 2¥). Podemos entao definir uma fungio ¢ : P(w) — P(B)
por ¢(d) = {zx € B : |xNd| < w}. Pelo Teorema 3.6 com C' = B\ A temos que, para qualquer
A € P(B) existe d C w tal que

Ve(zr € A= |ldNz| <w)AVz((z € (B\A)) = |[dNz| =w).

Isto é, para qualquer A € P(B) existe d € P(w) tal que f(d) = A. Assim, ¢ é sobrejetora e
28 < 2¢, ]

Naturalmente, podemos reformular o resultado anterior para dizer que sob ZFC+MA todo
cardinal infinito x é tal que 2" = 2.

Para finalizar, mencionamos um resultado imediato que segue desse corolario e do Teorema
de Konig [3]:

COROLARIO 3.8 (ZFC+MA). 2% € um cardinal regular.

3.3. Familias de conjuntos quase disjuntos mazimais

Uma consequéncia adicional do Teorema 3.6 é que, sob MA(k), familias de conjuntos quase
disjuntos maximais de P(x) devem necessariamente ter cardinalidade maior que x. Antes de
discutirmos esse resultado vamos primeiro introduzir formalmente a nocdo de maximalidade.

DEFINIGAO 6. Seja k um cardinal infinito e A C P(k) uma familia de conjuntos quase
disjuntos. Dizemos que A é maximal se para qualquer outra familia de conjuntos quase
disjuntos B C P(k) com A C B, temos que A = B.

Com isso conseguimos o corolédrio a seguir do Teorema 3.6:

COROLARIO 3.9 (ZFC+MA(k)). Toda familia de conjuntos quase disjuntos mazximal
A CP(w) tem cardinalidade estritamente maior que k.

Demonstracdo. Tome A uma familia de conjuntos quase disjuntos com cardinalidade k,
provaremos que A ndo pode ser maximal. Definindo C = {w} temos que, para qualquer
subconjunto finito FF C A, |w\ |JF| = w. Caso contrério, como A tem carinalidade infinita,
existe x € A\ F com

|JcﬁLJF|§2:|ﬂz:ﬁy|<|F|~w:w7
yeF

j& que z e y s@o quase disjuntos para qualquer y € F.E [z N (w\ U F)| < |w\UF| < w. Com
isso,

|x\:|xﬂw|:‘xﬁUF‘+|xﬂ(w\UF)|<w+w:w’

um absurdo pois z € A.
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Podemos entao usar o Teorema 3.6 e com ele conseguimos a existéncia de d C w que é quase
disjunto de todo x € A (para qualquer z € A, [dNz| < w) e |d| = |[d Nw| = w. Ou seja, AU {d}
é uma familia de conjuntos quase disjuntos que propriamente contém A e assim A nao pode
ser maximal. |

4. Apéndice: c.c.c. ou nao ser, eis a questdo

Do enunciado do Axioma de Martin, a hipétese ao qual demos menos atencdo até agora
foi a de considerarmos apenas ordens parciais c.c.c. Para melhor apreciarmos essa exigéncia,
partimos de uma exploragao de uma desvantagem de abandona-la. Considere o seguinte
enunciado

“Para todo conjunto parcialmente ordenado (P, <) e D uma familia de conjuntos densos
com cardinalidade estritamente menor que 2%, entdo existe um filtro D-genérico em
(P7 S)A”

Este serve como uma alternativa a MA que abandona a hipétese de (P, <) ser c.c.c., o
denotaremos por MB. Apesar de nao abordamos a demonstracao da ja mencionada consisténcia
de MA+—-CH com ZFC, por se tratar de Forcing, podemos mostrar que o enunciado acima é
falso em ZFC+—-CH.

TEOREMA 4.1 (ZFC+—-CH). A afirmac¢ao MB ¢€ falsa.

Demonstrag¢ao. Seja (P, <) uma ordem parcial como no Exemplo 1 com A =w e B = wy.
Definindo a familia D = {R, : @ < w1} de subconjuntos

R, ={p€ P:aclmg(p)}

de P, temos que estes sdo densos pois para qualquer p € P, existe a € w\ dom(p) e
g=pU(a,a) € R, tal que ¢ < p. Pela negacao da hipdtese do continuo, |D| <w; <2“ e
por MB, temos que existe um filtro D-genérico F' em (P, <). Porém, pelo Lema 2.1, |JF
é uma funcdo em w X wy; e como é D-genérica, para qualquer b € wq, existe a € w tal que
(a,b) € f € FN Ry. Ou seja,

Vb(b € wy — (b € Img (UF))) — Img (UF) = .

Portanto, |J F' ¢ uma fungéo sobrejetora de dom(|J F') C w em wy, um absurdo. U

A compatibilidade de MA com —CH é um fato particularmente 1til e que nos d4 resultados
relevantes. Para motivar essa interagao incluimos a seguir alguns breves comentarios sobre 2
consequéncias interessantes de MA+-CH.

O primeiro destes desenvolve as ferramentas da Subsecao 3.1 e o leitor interessado pode
encontrar uma demonstragao em [3].

TEOREMA 4.2 (ZFC+MA+-CH). Todo produto [,
topoldgicos c.c.c {X; :i € I} é um espago topoldgico c.c.c.

X; de uma familia de espagos

O préximo resultado, também é topoldgico e tem a vantagem de ser imediatamente acessivel
a topo6logos nédo familiarizados com nogoes diretamente relacionadas & MA como a de espagos
c.c.c.
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TEOREMA 4.3 (ZFC+MA+-CH). Todo espaco de Hausdorff compacto de cardinalidade
menor ou igual a 2% ¢ sequencialmente compacto.

Um fato interessante aos que se encontrarem trabalhando com este resultado é que ele nao
pode ser provado em ZFC [4].
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