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1 O Teorema Espectral em C"

Uma parte fundamental da forma¢ao de matematicos,
fisicos e engenheiros € o estudo da algebra linear,
que por sua vez € protagonizado pelo estudo de auto-
vetores € autovalores de transformacoes lineares em
T . C" — C", ou seja, de matrizes C" x C" (n € N).
Dizemos que um vetor z € C" € um autovetor se for
nao-nulo e existir A € C, chamado de autovalor, tal
que
(T"— M)z = 0.

Um dos focos de cursos introdutorios de algebra li-
near € expor a vasta utilidade de autovetores e auto-
valores. A importancia do Teorema Espectral reflete
esse fato ao simples custo de uma condi¢ao a mais,
a de 1’ ser auto-adjunta. Isto €, de 1 satisfazer a
seguinte condigao:

(z, Ty) = (Tx,y),

Onde (-, ) : C" x C" — C € um produto interno em
C™ dado por (z,y) = > ,_, xxJr, para x,y € C".

Va,y € C".

Teorema 1 (Teorema Espectral em C" [1]). Seja
T : C" — C" uma transformacdo linear. 1" é auto-
adjunta se, e somente se, 1 é diagonalizdvel, isto é,
se existe uma base ortogonal x+, ..., x, de C" de auto-
vetores de I associados a autovalores A1, ..., A\, reais,
onde

Ty = Z Aelx, xp)xp, Vo e Cl.
k=1

2 Espacos de dimensao infinita e o Teo-
rema de Hilbert-Schmidt

Espacos de dimensdo infinita sdo aqueles onde nao
existe base com finitos vetores. Em espacos nor-
mados de dimensao infinita temos a possibilidade
para “‘comportamentos’ 1impossivels em espacos de
dimensao finita. Passando a existir, por exemplo,
espacos normados que nao sao completos e operado-
res lineares que ndo sao continuos.

Essa mudanca de paradigma nos faz repensar al-
gumas condi¢des assumidas implicitamente. A pri-
meira delas € que trabalhamos em espacos de Ba-
nach, espacos normados completos. Necessitando
da estrutura do produto interno passaremos a assumir
que estamos em espacos de Hilbert, espacos veto-
riais com produto interno completos na norma indu-
zida.

Notacao. Adiante X representara um espaco de Ba-
nach e 4 um espaco de Hilbert, em ambos o0s casos
sobre o corpo C. Além disso, N (T") denotara o nicleo
de um operador linear 1.

Operadores compactos

Uma equivaléncia classica em Analise Funcional €
entre um espaco normado ter dimensao finita e sua
bola unitaria fechada B(0, 1) ser compacta.

Essa equivaléncia esconde uma condi¢ao importante
para o Teorema Espectral em C", que € a de 7" ser um
operador compacto. Chamamos um operador linear
continuo 7" : X — X de compacto quando a imagem
da bola unitaria 7’| Bx (0, 1)| é relativamente compacta
(T'|Bx(0,1)] € compacto).

Como todo operador linear em um espago de di-
mensao finita € compacto, nao precisamos 1Impor €ssa
condicao. Em espacos de dimensao infinita, no en-
tanto, existem operadores lineares que nao sao com-
pactos.

Quando 7': X — X € um operador linear com-
pacto, 1identificamos o seguinte propriedade espectral
importante [3]:

O conjunto de autovalores de I’ é enumerdvel (po-
dendo ser finito) e, quando existem infinitos autova-
lores, pode ser ordenado como uma sequéncia de es-
calares convergindo a origem.

Operadores auto-adjuntos

Como pode ser esperado, para generalizar o Teorema
Espectral de C" precisaremos de suas hipdteses inici-
ais. Em particular que I’ seja auto-adjunto. De forma
analoga ao espaco C", para H um espaco de Hilbert,
um operador linear continuo 1" : H — H € chamado
de auto-adjunto se satisfizer

(z, Ty) = (Tx,y),

Com a estrutura adicional do produto interno e essa
simples propriedade, verificamos [2, 3]:

Vae,y € H.

Lema 2.5e 1’ : H — H é um operador linear auto-
adjunto, quaisquer dois autovetores corresponden-
tes a autovalores diferentes sdo ortogonais. Isto é,
N(T — M) L N(T — pl) quando X # L.

Lema 3. Todo operador linear I’ - H — H ndo-nulo,
compacto e auto-adjunto possui um autovalor ndo-
nulo.

Teorema 4 (Hilbert-Schmidt). Se 1T’ H — H
é um operador linear compacto e auto-adjunto e
{\j:j € J} é o conjunto de seus autovalores ndo-
nulos, entdo

H= |ENT-N\I)| &N(T)

jeJ

Demonstracdo.Pelo Lema 2, o0s autoespacos
{N(T'— \,I): 7 € J} sao subespagos 2-a-2 ortogo-
nais de . E com 1sso temos que o subespaco

E =D N(T - )\I)

jeJ

esta bem-definido. Pelo teorema da projecao ortogo-
nal podemos escrever: H = E @ E-+. Para ver que
E+ = N(T), primeiro notamos que se v € E-*, para
qualquer x, € E autovetor com autovalor \ # 0,
(Tx,x)) =(x,Tzy) = X{x,2)) =0

0

e [/ é um subespaco invariante. Isto é,
re Bt —= Tz e B

Com isso, o operador T'|,. : B+ — E- estd bem-
definido, é compacto e auto-adjunto. Como 7’| ;. ndo
pode ter um autovetor com autovalor nao-nulo, pelo
Lema3,7T|,. =0e E+- C N(T).

Por fim, basta ver, que para quaisquer x € N(T) e
y € E com autovalor A:

(. ) = {Ty.2) = <(y.Tx)
1
— X<y7 O> = 0.

Ou seja, N(T) C E+e E+ = N(T).

Do teorema anterior recebemos resultado notavel.

Corolario 5.5¢ T' : H — H ¢ um operador linear
compacto e auto-adjunto, entdo H possui uma base
ortonormal de autovetores de 'I'.

3 O Teorema Espectral em infinitas di-
mensoes

Em 1nfinitas dimensdes precisamos de encontrar uma
alternativa as transformagoes (x, x;)x) do Teorema 1.

|,\‘ J
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Com este intuito, introduzimos o conceito da projecao
ortogonal. Se H € um espaco de Hilbert e £/ € um
subespa¢o fechado de H, chamamos o operador li-
near P : H — H de projecao ortogonal sobre L
se

e P ¢ idempotente (P? = P),
« P(H) = E.
e P € auto-adjunto.

Como o nome sugere, P leva os vetores de H ao seus
componentes no subespaco £. Com 1sso podemos
generalizar o Teorema espectral para o caso dos ope-
radores compactos e auto-adjuntos:

Teorema 6. Sejam I' um operador linear compacto
e auto-adjunto em H e {)\; : j € J} o conjunto de
autovalores ndo-nulos de I'. Entdo

T =Y )P

jeJ
onde a série converge em B(H ) e P; sdo as projecoes
ortogonais sobre N(T'— \;I) para todo j € J.
Observe que o teorema anterior diz que

qualquer operador compacto e auto-adjunto €
“diagonalizavel”.

Caso do operador auto-adjunto arbitrario

Conseguimos um resultado ainda mais geral, de
forma a ndo so6 eliminar a hipotese de I’ ser um opera-
dor compacto mas também de 7' ser um operador li-
mitado. De grosso modo, vemos que qualquer opera-
dor auto-adjunto é “diagonalizavel”. Para isso, pre-
cisaremos de uma alternativa ao uso de projecoes or-
togonais /°; no teorema acima.

Para A uma o-dlgebra sobre (2 e Proj(H) o con-
junto projecoes ortogonais H — H, dizemos que
E : A — Proj(H) é uma medida espectral se

« F(§2) = 1.

cE(U -, M, = > ", E(M,) para toda sequéncia
(M,,)nen em A de subconjuntos 2-a-2 disjuntos de
€.

Com essa no¢ao temos [4]:

Teorema 7. Para qualquer operador auto-adjunto
T :Dom(T) C H — H, existe uma medida espectral
E em B(R) (a o-dlgebra de Borel) tal que

T = /R ME(N).

Observacao. Para um operador compacto e auto-
adjunto a medida espectral correspondente tem

forma: E(N) = > P;, A € B(R).
AjEN
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