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1 Osespacos ¢ et

Espacos de sequéncias surgem naturalmente no es-
tudo de espacos de vetoriais de dimensao infinita. Na
teoria dos espacos de Banach, os seguinte espacos
tém 1mportancia particular:

co = {(ap)neny € K" : 2, = 0}
munido da norma ||(a,,)nen||co = SUP, ey |@n| €

by = {(an)nen € K" : 2720:1 a,|P < oo}

munido da norma ||(a,)nen|l, = (O o0, |an|?)'/?, para
1 <p<oo.

Em 1960 Pelczynski provou [3] que ¢y € 0s espacos
¢, sdo espacos primos, i.e. isomorfos a todos os
seus subespacos complementados de dimensao infi-
nita. Segue do resultado de Pelczynski a ideia de que
0s espacos ¢, € ¢y sao fundamentais na construcdo de
um espaco de Banach de dimensao infinita. Em par-
ticular, deixando a seguinte pergunta:

Todo espaco de Banach de dimensdo infinita contém
uma copia de €, ou cy?

ApOs a reposta negativa dada por Tsirelson [4]
em 1974, ao construir um espaco de Banach sem
subespacgos 1somorfos a ¢y ou qualquer ¢, o teorema
de Krivine afirma o melhor que poderiamos esperar:
Que em qualquer espaco de Banach de dimensao in-
finita podemos encontrar subespacos finitos, mas ar-
bitrariamente grandes, que sio isomorfos a algum
subespaco de cj ou £,

2 Bases de Schauder

Uma propriedade importante dos espacgos ¢y € £, € a
de que estes possuem uma base de Schauder. Isto
¢, uma sequéncia (x, ),y de vetores de um espaco de
Banach X que nos permite representar qualquer vetor

r € X como
o0

T = Z Ap T,
n=I1
para uma sequéncia de escalares (a,, ),cn Unica.

Em particular, os espagos ¢ € £, tem como base de
Schauder a base candnica (e, ),y dada por e, (n) = 1
e e,(k) = 0 para k # n.

Apesar de nao podermos afirmar que todo espacgo
de Banach de dimensao infinita possul uma base de
Schauder, temos o seguinte:

Teorema 1. Todo espaco de Banach de dimensdo in-
finita possui um subespagco com base de Schauder.

Uma sequéncia em um espa¢o de Banach que € uma
base de Schauder de um subespaco deste € dita uma
sequéncia basica. Pelo critério de Grunblum temos
que estas sequéncias (x,),cn SA0 caracterizadas por
satisfazerem

m M
Z a,Tnll < K Z a, T
n=1 n=1
para K > 1 fixo e quaisquer m < M naturais €

ai, ..., ays escalares.

3 Finita representabilidade

Para enunciarmos o teorema de Krivine precisamos
ainda de uma alternativa finita precisa a ideia de um
espaco de Banach conter uma copia de outro espacgo
(1sto €, um subespaco 1somorfo a este), que vem
através das defini¢cdes a segulir.

Definicao 2. Sejam X e Y espacos de Banach. Di-
zemos que X é finitamente representavel em Y se,
dado qualquer € > 0 e £ um subespaco de dimensao
finita de X, existir um subespaco /' de Y e um 1so-
morfismo 7' : £ — F' tal que

T T < 1+e.

Proposicao 3. O espagco L, é finitamente repre-
sentdvel em (), para qualquer 1 < p < oo.

Usando sequéncias podemos explorar a finita repre-
sentabilidade com uma forma mais especifica.

Definicao 4. Sejam X e Y espacos de Banach. Dize-
mos que uma sequéncia (z,),eny € X é finitamente
representavel por blocos em (v, ),en C Y se dados
quaisquer m € N e € > 0, existirem blocos

ng

ik = E AnYn,

n=ng—1

paral <k <m,1=ny<n <..<n,nlmeros
naturais e (aq, ..., a, ) escalares, tal que o operador
T : span{xy, ...,z } — span{z, ..., 2, } definido por

T(xy) = 2, 1 <k <m,

é um isomorfismo com ||T|||| 77| < 1 + <.

Lema 3. As relacdo de finita representabilidade e fi-
nita representabilidade por blocos sdo transitivas.

Com essas no¢des podemos enunciar 0 teorema
principal deste trabalho:

Teorema 6 (Krivine). Seja (x,),eny uma sequéncia
bdsica normalizada em um espaco de Banach X.
Entdo existe 1 < p < oo tal que a base canonica de
l, é finitamente representdvel por blocos em (T,)neN
ou a base canonica de c é finitamente representdvel
por blocos em (x,)nen.

4 Refinamento de sequencias

O primeiro passo para provar o teorema de Krivine
consiste em encontrar uma sequéncia (x,),eN

1. Invariante por dispersao, isto €, que satisfaca

m m
§ AnLn|| = § Andi,
n=1 n=1

para qualquer escolha de escalares a, ..., a,, € de
indices 11 < ... < 1.

i1. 1-incondicional, ou seja, tal que

m m
E AnLp|| = E Endndn

para qualquer escolha de escalares ay, ..., a,, € si-
nais €, ..., €, € {—1,1}.
No entanto, dado uma sequéncia basica normalizada
(2, )nen arbitraria conseguimos apenas garantir a se-
guinte propriedade:
Para todo m € N existem 0 < ¢(m) < C(m) tais

que
m

c(m) < Zana:'n < C'(m) (W)
n=1
para todos escalares ay, ..., a,, onde Y " |a,| = 1.

Para lidar com 1sso, recorremos a versao infinita do
teorema de Ramsey:

Teorema 7 (Ramsey). Sejam A um conjunto infinito
e r, k numeros naturais quaisquer. Entdo dada qual-

quer k-coloragdo de (A" .= {C C A . |C| = r},

existe um subconjunto infinito B C A tal que |B]" é
monocromdtico.
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Dado m € N e uma escolha de escalares a, ..., a,,,
criamos uma coloragdo que associa 0S conjuntos
de indices em |N|™ a parti¢gdes arbitrariamente fi-
nas do intervalo |c(m),C'(m)], e encontramos uma
“subsequéncia monocromatica’ que aproxima a In-
variancia por dispersdo. Partindo disso, consegui-
mos provar ainda existe uma sequéncia satisfazendo
as propriedades (1) e (11) e finitamente representavel
por blocos na nossa sequéncia original.

Teorema 8. Sejam X um espaco de Banach e (x,,),cn
uma sequéncia em X com a propriedade (#8). Entdo
existe uma sequéncia (y,)nen Invariante por dis-
persdo e l-incondicional em um espaco de Banach
Y que ¢ finitamente representdvel por blocos em

(an)nEN-

Segue entdao do Lema 5 que podemos assumir uma
sequéncia invariante por dispersao e l-incondicional
para provar o teorema de Krivine.

A partir disso usamos de alguns resultados da teo-
ria espectral com autovalores aproximados e da teoria
dos numeros para concluir a demonstracao.

S O teorema de Dvoretzky

A partir do teorema de Krivine pode ser provado ou-
tro resultado 1lustre da interface entre combinatoria
infinita e a teoria dos espag¢os de Banach, conhecido
como o teorema de Dvoretzky (em sua forma qualita-
tiva).

Teorema 9 (Dvoretzky). O espaco (5 é finitamente
representdvel em qualquer espaco de Banach de di-
mensdo infinita.

Para prova-lo, nos resta mencionar apenas a seguinte
proposicao:

Proposicao 10. Para qualquer 1 < p < oo, 0 espaco
L, contém uma cdpia de (.

Para a demonstracao do Teorema 9, suponha que ¢
¢ finitamente representavel por blocos em um espaco
de Banach X. Como /., € finitamente representavel
em c, € ¢, finitamente representavel em /., segue do
Lema 5 que /¢, € finitamente representavel em X.

Por outro lado, se £, para 1 < p < oo € finitamente
representavel em X, entdo L, € finitamente repre-
sentavel em X (Proposi¢ao 3) e por fim /5 € finita-
mente representavel em X (Proposicao 10).
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