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Introducao

Em disciplinas de Algebra linear, alunos se familiarizam com o con-
ceito de bases em espagos vetoriais, em particular com a base de
Hamel.

Definicao 1 (Base de Hamel). Se V' € um espago vetorial sobre R (ou
C) e B C V um subconjunto de vetores linearmente independentes,
dizemos que 5 € uma base de Hamel de V' se, para qualquer u € V/,
existem aq, ..., a, € R (respectivamente C) e vy, ..., v,, € B tais que:

U = a1V1 + ... + AU,

Com essa no¢ao podemos gerar, de forma unica, qualquer ponto em
um espaco vetorial. E, com 1sso, sao introduzidos conceitos como Sis-
temas de coordenada e a noc¢ao de dimensao de espacos vetoriais. Em
particular, dizemos que a dimensao de um espago vetorial € a cardi-
nalidade de uma base de Hamel deste espaco.

Porém, o estudo de bases em espacos vetoriais nao se restringe a
bases de Hamel, outras no¢cdes de base, como a base de Schauder,
oferecem além da representacdo unica de vetores, vantagens particu-
lares a espacgos vetoriais de dimensao infinita.

Definicao 2 (Base de Schauder).Se (B, || - ||) € um espago normado
completo de dimensao infinita e (b1, bo,...) C B uma sequéncia, dize-
mos que (b, ),en € uma base de Schauder de B se para qualquer y € B
existe uma sequéncia de escalares (a;, as, ...) Unica tal que:

]2

a;b; = y. (D)
i=1

Le. ||y — > . a;bi]| = 0 comn — oo.

Com a base de Schauder podemos nao sO gerar, de forma uUnica, os
elementos de um espac¢o vetorial, como podemos aproxima-los com
as somas parciais de (1). Com estruturas como a norma € em seguida
o produto 1nterno, no contexto de espacos de Banach e espacos de
Hilbert respectivamente, podemos definir as sé€ries de Fourier:

Definicao 3.Se (H, (-, -)) € um espago de Hilbert separavel, (eq, e, ...)
uma base de Schauder ortonormal de H e f € H um vetor qualquer,
chamamos a seguinte série de expansao de Fourier de f ou, simples-
mente série de Fourier:

®.0

Z<f’ €n)Cn-

n=1

Objetivos

Neste projeto de pesquisa temos por objetivo demonstrar um teo-
rema de Pailey & Wiener referente a bases em espacos de Banach
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e suas aplicagdes em séries de Fourier nao harmonicas. E, no pro-
cesso introduzir os espacos de Banach, espagcos de Hilbert € motivar a
representacdo de fungdes com séries de Fourier ndo harmonicas. Os
resultados teém aplicacoes na analise de problemas inversos.

Métodos e procedimentos

Introduzimos os conceitos de espacos de Banach, de Hilbert, bases
de Schauder e resultados elementares associados a estes. Com essas
no¢oes motivamos a definicdo das sé€ries de Fourier e provamos pro-
priedades e teoremas pertinentes, como o teorema de Riesz-Fischer.
Por fim, apresentamos o teorema da aplicacdo aberta e o teorema
da limitacao uniforme, a partir dos quais provamos resultados rela-
cionados aos funcionais de coeficiente, em antecipacao ao teorema de
Paley-Wiener.

Resultados e Conclusoes

Dentre os resultados obtidos, selecionamos como representativos
deste estudo:

A validade da expansao de Fourier como representacao unica de ve-
tores f de um espago de Hilbert H com base de Schauder (ey, e, ...)
ortonormal, 1sto €,

f — Z<f7 €n>6n'

n=I1
* O teorema de Riesz-Fischer que declara a existéncia de um 1so-
morfismo entre espacos de Hilbert separaveis e o espaco £°. Nos
permitindo assim, representar qualquer elemento de // como uma
sequéncia em ¢? e estabelecendo uma nocdo de equivaléncia entre
espacos de Hilbert separaveis.

e A limitacao dos operadores de soma parcial associados aos coefi-
cientes de Fourier, como descritos a seguir:

1 < sup ||Su(x)]] < +o0.

neN

Onde S, (x) é o operador linear que associa a cada x € H a soma
parcial > " ,(x, e,)e, da sua série de Fourier.
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